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228 T. H. Groxwary.

“Uber die Gibbssche Erscheinung und die trigonometrischen Summen
. 1 . .
smw—}-?sm%—;—-n—}— —;—-smnx.
Von
T. H. Groxwarw in Chicago (U. 8. A.).

§1 -
Einleitung, ;

Es sei f(x) eine Funktion, von welcher wir der Einfachheit halber
voraussetzen wollen, daB sie fiir 0 < 2 < 2x den Dirichletschen Bedin-
gungen geniigt, und 2 =a eine Unstetigkeitsstelle derselben. Die Gibbssche
Erscheinung kommt bekanntlich darauf hinaus, daf die n*® Parfialsummen
¢)) s,(x)-——%"--}-alcosx-!—blsinx—{--v-+a,cosnx+bnsinnx
der Fourierschen Reihe
) f@ =%+ (a,cosva+8,sinva)

=1

in der Nihe von z = ¢ Maxima und Minima besitzen, deren Grenzwerte
fiir » = oo aus dem Intervall von f(a—0) bis f(a + 0) heraustreten. Es
ergibt sich diese Tatsache im allgemeinen Fall aus der Betrachtung des
Sonderfalles ' -

3) (p(a:)=~;——(n——x) =2% sin.vx, << 2n,

y=1

und der Maxima und Minima der Partialsummen
@ ‘I’;(x)=8in$+—é~sin2x+'--+—i—sinn.z.

- Diese Partialsummen (4) spielen auch eine Haupfrolle in den von
Herrn Fejér*) gegebenen Beispielen von stetigen Funktionen, deren

* L. Pejér, Lebesémsohe Konstanten und divergente Fourierveihen, J. f. Math. 138
{1910}, 8. 22—353. . .



Gibbssche Erscheinung. 229

Fouriersche Reihen an einzelnen Stellen divergieren. Er benutzt dabei
hauptsichlich den Satz, daB fiir jedes reelle # und ganzzahlige »

lp.(@)| < M
ist, wo M eine Konstante < 3 - 6 bedeutet.®)
In einer spiteren Abhandlung bemerkt Herr Fejér#*¥), daB das absolute

Maximum von |g@,(z)| wahrscheinlich mit » monoton wichst, und zwar
bis zu dem Grenzwert

7

f“i”dx= 1-851936 - - -

x
0

fiir » = oo,

Im § 2 der vorliegenden Abhandlung werden mit ganz elementaren
Mitteln einige Sitze iiber die Maxima und Minima von ¢, (z) abgeleitet,
und insbesondere die Vermutung des Herrn Fejér bestitigt. Der § 3 bringt
die schon angedeutete Anwendung dieser Sitze auf die Gibbssche Er-
scheinung, wihrend im § 4 die Untersuchung mit einer eingehenderen
Erérterung der Minima von g, (z) ihren naturgemifien AbschluB findet.

§ 2.
Die Maxima und Minima von ¢, (x).

Aus der Definition von ¢, (z) folgt sogleich, dafi - -
9,(Q) = 9,(x) =0,
q>’ll(x) = (pn(x + 2:":) = (pn(_- x))

sodaB wir die Untersuchung auf das Intervall

®)

0Lz<=
beschrinken konnen. Die Gleichung (4) ergibt ferner
A, (@) ® sing—xcos”_;ix
(6) A = B e0S Y =
dz ,=21 sin i;:« ’

*) Die Existenz einea solchen M, jedoch ohne Angabe iiber seinen numerischen
Wert, wurde zuerst vorn Herrn Kneser bewiesen: Beilriige zur Theorie der Sturm-
Liouvilleschen Darstellung willkiirlicher Funktionen, Math. Ann. 60 (1905), S.402—423.
. ™) L. Fejér, Uber gewisse Potenzreihen auf der Konvergenzgrenze, Ber. Ak.
Miinchen 1910, Nr. 3, S, 1—17.

In der Note: Sur les sommes partielles des séries de Fourier, C. R.23 mai 1910,

zeigt dexselbo Verfasser, dad .M<%+1=2-57---.

- -
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- woraus wir sofort schliefen, da ¢,(x) zum Maximum wird an den Stellen

‘_"2:,_:-117‘: m=07 1, T [—;—_{}1

sowie zom Minimum an den Stellen

n—1
=, m=1,2-, "]

Von diesen Maxima und Minima wollen wir einige Sétze beweisen, deren
erster lautet:

Satz 1. Die einem bestimmten Wert von m entsprechenden Maxima
Nund Minima wachsen beide monoton mit n:

¢n+1(g;,”i_$;2']:“) >‘P (2:9‘_;_*_11 )

wuairm) >0 (5 5)

Zum Beweise bemerken wir, daB die Maximumstelle m+—{—11 von ¢, ()
zwischen den aufeinanderfolgenden Minimastellen _—h—-az und 22 :— x liegt,

sowie umgekehrt die Minimumstelle = @ zwischen den aufeinanderfolgenden

Maximastellen 22— 1 +1 = und g;«_g—}l«az Ferner ergibt sich aus (4)

¢n+1(x) - q)'u(x) n+1 Sm (n + l)x,

sodab @, (2} = @, (2) fur z= 2m _;’—1 « und x=%x. Es ist nun

2m 1 2m+1 2m -2
n-42 7 < n-41 z < n-1 T

und wie soeben bemerkt, sind die ZnBeren Glieder dieser Ungleichung eine
Maximumstelle bez. die unmittelbar darauffolgende Minimumstelle von
@, ,1(#); zwischen ihnen nimmt also diese Funktion monoton ab, sodaB

2m-+1 ° 2m -1 m 41
Put1 (mﬂ) > ‘Pa+1(m %’) =9, m") :
In sholicher Weise schlieft man aus der Ungleichung o

2m—1
n-+1 ”<n—l—

deren dufere Ghede: eine Maximom- und die unmiﬁteibar damuffelcende
Mmzmumste}le von @, (z) sind, daB :

Prtt (n.i_x”’)”’ ¢,(n+1“)> ‘p’(zma)

2m
1w<
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Wir beweisen ferner den
Satz 2. Fiir 0 <z <=z ist @, (x) stels positiv.
Es geniigt offenbar zu zeigen, daf im betreffendén Intervalle simt-

liche Minima von g, () positiv sind. Es sei ¢, (?Zm— :z) ein beliebiges unter
diesen; da g;‘n_zz< 7, also 2m + 1 < n ist, so folgt aus Satz 1:

9. (5 7) 2 Pamis (g7 ®) = Pomis (F—goy)

2m +1

(— 1)""' . v
2 v s 2m 41
v=1

. . sin 2 . .
Bekanntlich mmmt —~ monoton ab, wenn z von O bis # wichst, und

daher ist die obige alternierende Reihe positiv, indem ihre Glieder dem
absoluten Betrage nach abnehmen.
Satz 3. Die Maxima von @,(x) bilden eine follende Reihe:

e A

Zum Beweise wollen wir zunichst eine Hilfsformel ableiten. Nach (6) ist
’ ’ 2
94(@) — 9i (o + 75)

. n n-+1 . fn 7z n 41
Sin =2 C0S——5—a sm(—g—x—l—z—m)cos(——r

z —]—1:)

.z x T
sin —- sm( +n+1)

. n n+1 . (7 1 %41

Sin ?xcﬂs ———2———.’12 sin (2 X — m) CO8 T$

B sing— B sm(a’—{-”il)
n-41

€08 ——
2

= [sm "z s x+ ) sin 2 g (ﬁx——i—)]
N CO ) 2 m( 71 Sl I
2 (2 n-1 *
GOSn+1Z
= 2 [n——wsm + sin —- xcosw _Z
.x.(:c :w)SI2 +1 2 STy
sip —sin (— + ———
2 2 "nt1 .z 0 % cos™ 7 sin u]
——sm2sm xcos”+1+sm2co ) ]
008&_}_—12} .
2 R = S
= sin Z sin
sm‘”sm( + i ) 2
2 %41
- n_}_lsm(n-{-l)x

- —
2gin ~2- sin (—-25 + ~—————)

n1

x
%41

s
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oder endlich

k4

e 2 sin T
0 %@ =gt = M
Set1 “ai

In dieser Gleichung setzen wir z = @m+9xL£¢ 1nd finden leicht

gin (n - D)2

- %41
d @em+Dxw—1 @m+ Hmw —1
(o 5T ) — e (5FT)
@Cm -+ 2wt @m+ 4zt
"(‘P,( 1 )—%( w1 ))}
=1 sin-% sin¢ !
n+1 n-41 cos”:_l—-—cos@mj;_?_)’:_t
.
- x (2m+3)az+t)
cosn+1~cos Py
>0 fir 0<t<ax und 0<2™T3, o0

%~ 1
denn unter diesen Voraussetzungen ist 2m +4 <% + 1 und

E2 @m+ 8y —1¢ L @m-8)w4 ¢

P T . A

Das eingeklammerte Aggregat von Funktionen ¢, wichst infolgedessen
monoton mit ¢ fir 0 < ¢ <y fiir £ =0 verschwindet es, ist folglich
-positiv fiir £ = &, sodaB

(8) Py (2,;”_:—11 ﬂ;) — @, (2,::‘_:-13 7‘) > q)n(2:1l_l—_!_13 ‘.'Il;) - @, (2:1‘:.15 ﬂ:) *

> cos

COs

Nunmehr sei 2:'_;!—13 n die letzte Maximumstelle im Intervall von 0 bis z;
dann ist %"f{-’n=z + %, Wo 0< #,< m. Lant (5) ist

~

@, (% + %) = @, (T —7) = — @,(x—1x,),

soda8, nach Satz 2, ¢, (%”ﬁ_;l——ls :n:) negativ ausfillt, und es ergibt sich aus (8)
‘ 2m 41 2m 4 3 !
® (35T 7)> G )

n;-lj -1, ux}d die wiederholte Anwending von (8)

zeigt, dab 9) fir m = [23
wiesen ist. .
Wir kommen endlich zu dem in der Einleitung erwihnten

zundchst fir m =

1]—- 2,.+.4 1,0 gilt, womit unser Satz be-
Y
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Satz 4. Fiir jeden reellen Wert von x ist das absolute Maximum von
@a()| gleich cpu( +1) und wdichst monoton mit n bis zu dem Gremzwert

7
hmq)u(n+1) J%dﬂ:.

Da niémlich zufolge (5) das absolute Maximum von |g@,(z)| an einer
Stelle des Intervalles 0 < z <z auftritt, so ist es nach Satz 2 unter den
Maxima von ¢,(x) im genannten Intervall zu suchen. Das gréBte von
diesen gehort aber nach Satz 3 zu m = 0, und sein monotones Wachsen
mit » folgt aus Satz 1. Der gesuchte Grenzwert ergibt sich aber aus der
Identitat

3 . [ ism% sin 2
(p”(n—{-l):n—!—l o + 2% Tt nm )
n-+1 w41 n+1 )
Jetzt gehen wir zur Betrachtung der Gibbsschen Erscheinung iiber;
die etwas umstindlichere Untersuchung der Minima von ¢,(z), welche
wir zu diesem Zwecke nicht gebrauchen, folgt im § 4.

§3.
Die Gibbssche Erscheinung.

Es sei f(2) eine Funktion, welche im Intervalle 0 <z < 2x den
Dirichletschen Bedingungen geniigt und folglich in diesem Intervalle sich
in eine Fouriersche Reihe (2) entwickeln 1a8t. Um die Unstetigkeitsstelle a
von f(x) grenzen wir ein Intervall « <z < f ab, welches keine weitere
Unstetigkeitsstelle von f(z) enthdlt. Wir betrachten nun die Kurve C,
welche aus folgenden drei Stiicken besteht:

Erstes Stiick: y =f(2), e Lz < a.
Zweites Stiick: die vertikale geradlinige Strecke, welche die beiden

Punkte

z=a, y={[(a—0)+ f(a—(—O)—;f(a——O)fg_i%fdx
und ®

r=a, y=[f(a+0)— f(“""?);f(a"o)f%_‘fdx*)
verbindet. =

*) Es ist — f S8T i — — 0089490 - - -; daher ragh die betrachtete Strecke

an jedem Endpnnkt der Strecke von x =a, ¥ =f(a—0) bis 2= a, y =f{a-40) tber
diese hinans und zwar um den gleichen Betrag, ndmlich etwa 99/, der Linge derselben.
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Drittes Stiick: y =f(2), a<z<B.

Um jeden Punkt der Kurve C beschreiben wir einen Kreis mit be-
liebig kleinem Radius &; die Gesamtheit aller Punkte, welche dem Inneren
wenigstens eines dieser Kreise angehoren, bilden eine Punktmenge, welche
wir als Umgebung ¢ der Kurve C bezeichnen.

Indem wir jetzt die Partialsummen (1) der Fourierschen Reihe (2)
in Betracht ziehen, besteht die Gibbssche Erscheinung darin, daf sich zu
jedem beliebig kleinen ¢ >0 ein n = N(c) angeben lipt derart, daf fir
n 2> N{(s) simtliche Kurven

y=s,@), «<z<$,
der Umgebung ¢ der Kurve C angehiren; hierbei lift sich das zweite Stiick
von C durch keine kiirzere vertikale Strecke ersetzen.®)

Zum Beweise setzen wir

o(x—a) =2-11’— sin v(z — a)
(10) =
=2 (—--1— sinva cos v + L cosva sinw.x)
v v

y=1
und bemerken zunichst, daB wegen der Periodizitit der rechten Seite
von (3)

o(x—a) =%~( zt+a—z) fir a<z<2m+a,

(11) .
pr—a)=5(—xta—2) fir —2z+a<2z<a,
sodaB
9’(“‘@ = ”.725)
(12) "
ol+0)= 3

Ferner ist, nach (5) und Satz 4, fiir die Partialsummen von (10)

(13) ~f§i—‘;ﬁ’dx<qoﬂ(x—a)<f%’;—“dx

fiir jedes reelle # und jedes ganzzahlige pbsitiire n, sowie ein % = N, (s)
derart wihlbar, daB, fir alle n > N, (¢)

# In der Abhandlung des Herrn Bocher, Introduction to the theory of Fourier's
series, Anmnals of mathematics (2) 7 (1906), S. 81—152, wird, allerdings unter der
Voraussetzung, daB f(z) auBer in den Unstetigkeitspunkten eine den Dirichletschen
Bedingungen geniigende Ableitung besitzt, die Gibbssche Erscheinung durch Ab-
schitzung der Partialsummen (4) mittels des Dirichletschen Integrals abgeleitet.
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9a((a—577) —9) < *{f N A e =t
7z
%((“JMLH) —a)> af%fdx—‘ilf(a-}-;if(a——o)!'

Wir setzen endlich

(14)

(15) f(x) f(“—0)+f(a+0) + f(“+0>"‘f(a—0) a) +f1(x)’

dann ist nach (12) f;(a—0) =f,(¢+ 0) = 0, und also f,(z) fir e <2 <P

stetig, sodaB fiir ein geniigend kleines, positives & < —;,
lfz(x)]f<% fir a—0<L2z<La+9.

Offenbar gentigt f; (¢) den Dirichletschen Bedingungen im Intervalle
0 Lz < 2a%); f,(x) 1Bt sich demmach in eine, im Intervalle « <z < B
gleichmiifig**) konvergente Fouriersche Reihe entwickeln, deren n%* Partial-
summe s,(z) sei. Dann liBt sich ein » = N,(¢) derart angeben, daB fiir
alle n > N,(¢)

|su@) —fi@)| <5 fir «<e<P
und folglich

(16) |si(@)| <Is@) —A@| I @I <+ 5= fir a—d<w<a+o.
Es ist ferner nach (15)

— 0 0) — f(@a—0
a7 s, (z) = fla 0)-;-7"(‘1-!- ) 4 flat ):rz fla—0)

9.2 —a) + 5,(2),

welche Formel wir auch schreiben konnen

s,(2) = f(a—0) +f(‘£i'_0)_ﬂ‘t"°)( fsmxd )

flet0=ram0 (fineg, 00 0) 1),
0

oder da

*) Denn f(z) und ¢(r—a) lassen sich, weil den Dirichletschen Bedingungen ge-
niigend, als Differenz je zweier monotoner Funktionen darstellen, folglich nach (15)
auch f£, (), woraus die Behauptung folgt.

*#) Nach einem bekannten Satze von E. Heine, J. f. Math. 71 (1870), 8. 357.
Vgl. E. Picard, Traité d'analyse, 2. Aufl,, Bd. 1, S. 236.
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®©
F] sinz
- o
0

s, (%) = f(a—0) + M):T—,M'f%fdx

(18) 4 A
JHeEO =100 (24, 4o 0 0) 4 )

T
0
Abnlich erhalten wir aus (17) auch

8,(@) = f(a+0) — ﬁ?jﬁ.}i@:@f%f du

19) :

L :

4+ fet0—fla—0) (%(x-a) —f%f dx) + 52()-
]

Die Gleichungen (18) und (19) zeigen nun, daf, wenn n gleichzeitig
groBer oder gleich N, (¢), N; (&) und 3;— — 1 ist, simtliche Kurven y=s,(z)
wegen (13) und (16) fir a —0 <2< a+ 0 in der Umgebung & des
zweiten Stiickes der Kurve C liegen, sowie daB, wegen (14), ihre Ordi-

naten fiir x = a 4 n—”—I um weniger als —82— von den Endpunktsordinaten

der genannten Strecke abweichen. \Um noch die beiden Intervalle e <z <a—&
und @ + 0 < 2 < B zu erledigen, bemerken wir, daf in diesen Intervallen,
nach dem erwihnten Satze von Heine, die Fouriersche Reihe (2) gleich-
miBig konvergiert; es liBt sich also ein % = N,(c) angeben derart, daB
fiir n > N;(¢) sémtliche Kurveny =s, () fire <z <a—0 bez. a+6 <2< B
der Umgebung & des ersten bez. dritten Stiickes von C angehdren. Indem
wir N(¢) dem GroBten unter N, (&), N,(¢), N;(¢), —’(—;— — 1 gleichsetzen, ist
folglich unsere Behauptung erwiesen.

§ 4.
Weitere Untersuchung der Minima von ¢, (x).

Um nunmehr zur Untersuchung der Minima von ¢, (2) zuriickzukehren,
sehreiben wir in (7) n — 1 statt »:

. T
8 — SIn Ry
n

Pr-1(2) — %’-1(«’0& g,—?) = o <%+x)



Gibbssche Erscheinung. 237

Aus der Identitit

»

(%) ~ @n (ﬁ?+'2;:“) = @n-1(%) + cos T — q),;_l(x-i-gﬂi‘) — ¢OoS n(x.}.%:f)

’ ’ 2
‘ =¢n-1(x)—%-1(x+-§)
ergibt sich also

-
sin— sin N
n

(20) 9i(@) — i +7) =

k4 T ’
¢os — —¢os [— -2
w (i +a)

. . 2 . 2 2 . .
welche Gleichung wir von z = ——’;—“—z bis z = m:" @ integrieren:¥)
2mx 2m - 2 2m -2 am 44
‘pn( n )-(pn( n ﬂ)—(q)n( n “)—q)n( n ﬂ:))
2m+2 =
n
.o sin nxda
= sn - x P~
o €os - — Co8 (;: +a:)
T *
2n

_ 1 o x sinxda
D e’} 2
» » cosi;-—cos(——————~m+;)”+x

. 1 sin 4 ( 1
= —— = v
» » \cosf—wcos_-——*—-——('?m.{- )% — %
Y n n

1 .
—_ sin zdx.
cosi—cosW(2m+2)xﬂ)
rn n
Wenn O<2m+2az<n:, so ist 2m + 3 <% und

”n
cos%>wsw%lﬂ>cosw>— 1 fir 0<2z<=.
Es ist demnach das Integral positiv und folglich

@) (M) —4, (2 2) < (M2 2) — g, (2% R).

n

*) Es 138t sich auch hier, wie bei Satz 3, die Beweisfithrung durch Umgehung
der Integration elementarer gestalten; dies hitte jedoch wenig Zweck, da wir ohnehin
die nicht mehr elementar zu nennende Eulersche Summenformel bald heranzaziehen
haben.
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Wenn also die Differenz ¢, (2—;2:5) ?, (w ) fiir einen bestimmten
Wert von m positiv ist, so ist sie es auch fiir jeden groferen Wert von
m bis [";1] — 1. Zwei Fille sind demnach méglich: entweder bilden

die Minima eine fallende Reihe fiir m =1, 2, -+, [ﬁ;—l] oder es existiert

ein groBtes Minimum ®, (gﬁm—‘i at) derart, daB die Minima firm=1,2, ..., m,

eine steigende, fiir m = m,, my+ 1,- - -, [5;] aber eine fallende Reihe
bilden. Niheren AufschluB hieriiber gibt der jetzt zu beweisende

Satz 5. Fir n <42 bilden die Minima von ¢, (z) im Intervalle
0<z <= eime fallende Reihe. Von n =43 an existiert aber eine ganze
Zahl m, derart, daf

q:n(%”az) <o, (2m”+27z) fir m=1,2,.. my— 1,
dagegen

q)n(%av) >0, (2_”"7;_5'_3%) fir m=my, my+1,---, [2’&_—2:-_1] —1.
Dieses my wird durch die Ungleichungen

<[] 41

begrenat,¥) und das grifite Minimum ¢, (—nﬂz) st asymptotisch gleich
2

yan *

w
2
Es ist namlich
. 2 .2 P
( ) E—sm EM L E'—«smﬂz——%—’f,

und auf diesen Ausdmck wollen wir dle Eulersche Summenformel an-
wenden. Dieselbe lautet:

D' f(a+ub) =ff(a+xb) dz + 5 (f@) + fa+nb)
u=0

+ 2 =1 e (f(2v- D@+ nb) — FE*=(@)b* 1 + Ry.1s

mit dem Restglied

b2p+1
e Bp+l (2p+2)4 Mp-}-z)

wo M,,. ., =>|fCr+3(x)| fir a <z < a+ nb.

R

P+l T

—1<oe<l,

*) Engere Grenzen werden durch Gl. (27) und (28) gegeben.
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In obiger Formel setzen wir jetzt ¢ =0, b=—2—7? x, f(x)==s—i%f-
Es wird
2mn
sm*——ax ) sinz
/f(a+xb)dx—~/ 2mm dm=2m“‘/ = dz,
0
und

=1 sinzg\" "
fer=9(a+nb) — fE*~"(a) = <d $v—1 g )0

a**~ ! ging .

Die Funktion —;— —— ist eine ganze, ungerade Funktion von z, wes-
de*’™" %

halb sie fiir = O verschwindet; ferner ist nach der Leibnizschen Formel

£ 5111.2:__2 Aa—1)-- (1.—0:—}-1) (——1)“;;%8&1 (x_{_(l_“)%)’

sodaB

2y—-1 2mrw —
d sin 2 (21/——1 2r—2)---(2v—a) ( 1)a+v+1 cos er
azt 1 @mm)*+t 3

y—1
=27(211—1) (2”—2)"‘(2”’2“)-(—1)a+"+1,

2a+1
Py (2mx)

Zur Abschitzung des Restgliedes bemerken wir, daB

& drg ,+1fxlsm(x+ ks )dx,

dz* %

wie durch teilweise Integration und SchluB von 1 auf 241 ohne weiteres
ersichtlich ist. Diese Formel ergibt fiir jedes reelle 2 40

" sing| Aol 141 \|
d—.m’;x}g—-—l———ﬂxllgsm(x-}——%x)‘dx
| i i

‘dxk Ex[l-}rl
0

iz

1
NPTE imo Pz =57

i

o . 1 .
sodaB wir fiir M,,, , einfach sprs setzen kénnen.

Dies alles in dle Eulersche Summenformel exngetragen ergibt nach
Multiplikation mit —— m:
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2mm
2mn sin 2 mw
Pn (T) = dr— =~
p v—1 @ )
(22) +2 E;)l')_% (2v—1)(2v—2)---(2v—2c)-(2mm)2?— 21
N n
r=1
2m12p+%
+o <2p+3>"(7“) —1<B6<1.

Zunichst sefzen wir in dieser Formel p=2, m=1 und p=2, m=2;
unter Beriicksichtigung der Werte¥®) .
2z
f*’“‘“ dr=1-418158 - -,

0
4n

fS'i;” Az —1-492164 - . .

o
lehrt eine einfache numerische Rechnung, da8

9. () — 0. (F)>0 fur n<42,
0. () — 9, () <0 fir n>43.

Die Existenz der ganzen Zahl m, fiir n > 43 folgt schon aus den an
Formel (21) gekniipften Betrachtungen, und um uns zunichst iiber die
GroBenordnung von m, in bezug auf # AufschluB zu verschaffen, setzen
wir in (22) p =1 und bilden die Differenz

@m+2)x

099,52 2) — 9, (07) - [ B de—Za Tk T 0, nr Y0,
2ma
—-1<96,06,<1.
Es ist weiter
@m+2)n 2

fsmxd _f sin & d sinzdx

. T m—o mnfz 0P (2mﬂ+m)((2m+1)az+x)’

mn
woraus sofort folgt, daB

@m+mn
1 1

D Em+ D < s < Zm@Emn¥n’

sin ma

¥ Entnommen aus: S. A. Corey, The evalnation of f
Monthly 13 (1906), S, 12—13,

dz, Am. Math.

-
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und a fortiori

2m+ 2) 7
1 sin z 1 1 1
(24) 27 (m-+1)% <f x dz < 2xm®  dzm® + Smmt
2mn
Aus (23) und (24) folgt, daB
2m -+ 2 2m 1 1 x  2wt(m-1)*
"( n ”)_%(T“)>2n(m+1)2“2+€;ﬁ_ 2250t

’

%(2mn+2 )_¢”(2m‘)>£_§__£§%‘%;_612(1 2257:)>0

Andererseits ist nach (23) und (24), und infolge (m-+1)* < 16m*

sodaB, fiir m<%?—- 1

o0 (152 ) 0. (527) < s s s o
sodaB, fiir @<m<1@,
o (50R) 0 () < T Ty b
2
_*;"—7( (2n+ +2—2w)‘ﬁ)<0
fir » > 43.

Es ist demnach

2”“’) (2_”11 sz) fir m=1,2,-- [‘%ﬁ} —~1,

()5 () me o[

und folglich liegt m, zwischen den in Satz b angegebenen Grenzen.
Wenn wir versuchen, eine asymptotische Reihe fiir m, herzustellen, so

sowie

muB demnach das Haupiglied gleich 2@;‘ sein. - Um weitere Glieder zu
gewinnen, bemerken wir, daB

2m+27r 7
sin 2 sinzdz
dz=| ————
(2m-}—1) T—

Zmu‘

2k

7 7 Qk -
N7 1 . 1 z*"sinz
= ——— § 2 sinzdr+ ———57 | 5ot dz-
21 @ m-}—l)"w"f @m41)**z%%, ) @mtl)m—2z
= -7

2%k 3
_ 141" 1) w1 1 222+ sin gz
2: e e O e L

Mathematische Annalen. LXXIL 16
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Das letzte Integral ist kleiner als

k3
P . o k-1 22k
(2m+1)’z2~—-a:2fx SMEET = Gore—s < BmIie
0
indem wir ferner

3
e, =fx2"1 sin z dz
0

setzen, wird
4 ==,
6, ="t~ 2v—1) Qv~2)e¢,_,,

und wir erbalten endlich

(2m+ D 3
QL =2 2 . ®
z @mA1)"72 T @my 1)REEE <ol
2mn y=1

Mit p = 2 bilden wir aus (22) .die Differenz
2m 4 2 2
7. (T ) = 9. (),

n
ersetzen das auftretende Integral durch den Ausdruck (25) mit k=2,
und setzen
(26) @m+ 172 = 2n + h.
Dann kommt nach kurzer Zwischenrechnung
2m -+ 2 2m 2% 2n? — 12x% (7.4
P ( n “) ~ Pa (T ") =SaFh T EnIhE T Eniwp

— T+ o T 500 (3@ +I) + 27— 3)

n n?
9, @entR® 0<e <1,
4320  a° —1<0e,<1.

Durch Entwicklung nach Potenzen von kh sieht man leicht die Existenz.
einer Konstante A4 ein, derart, dafBl

§0n(2m+2”>_'¢u(2m”) ~0

n

n

wird fiir I
8x —
< -
=3 3 %)
d. h. nach (26) fiir
Ven 1 17—3z 1 4

2 ME e TE T B yas  amyen’

wo A, eine passend gewidhlte Konstante ist, sowie daf
Pu (2m+2ﬂ)-—(pﬂ (%:—’nﬂ <0

n
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wird fiir

n

d. h. nach (26) fiir

Vem 1 17—8x 1 4
(28) m2 ey TS 187 m"‘" 2nyan
Die den rechten Seiten von (27) und (28) gemeinschaftlichen Glieder
bilden offenbar den Anfang der asymptotischen Reihe fiir m,, und das
Verfahren 148t sich, abgesehen von den rasch wachsenden Rechnungs-
schwierigkeiten, beliebig weit fortsetzen.

Um zuletzt noch den asymptotischen Ausdruck fiir das groBte Mini-
mum abzuleiten, gehen wir aus von der Gleichung

2mn oo
sin x sinzx
Az = — — dz,
R x x
0 2ma

aus welcher durch wiederholte teilweise Integration folgt

2m
sin 2

«©

s
(—1)"@)! cos &
az = —;i - (219@7:)2"1‘:'1 +(= l)k(2k+1)!2 L25+38 dz,
mrm

0 v=0

und durch geeignete Abéchﬁtzung des letzten Integrals

2z_nn k-1 v k-1 1
@) [Bfap-F-FEUER L CT-SE0 oce<t.

~ @mm? 1 @mm)ttT

[}
Indem wir dieses fiir k=2 in die Formel (22) mit p=2 eintragen, und in
dem Resultat 7 = m, =K23“ﬁ + & setzen, wo nach dem frither Bewiesenen
— 1< e<1 ist, finden wir sofort

e 9. (Fom) =5~

n

2 95,
Van T w
wo 9, fiir alle n beschrinkt ist.

Chicago, I, den 12. April 1911.
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