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Einige Bemerkungen
iber Flichen beschrinkter mittlerer Krimmung

STEFAN HILDEBRANDT

1. Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist der Beweis von drei einfachen Ergebnissen liber
Flichen beschrinkter mittlerer Kriimmung in isothermer Parameterdarstel-
lung. Wir beginnen mit einem bemerkenswerten Maximumprinzip, das ein
Resultat von Heinz und Hildebrandt [4] verallgemeinert und im wesentlichen
aus dem Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen folgt. Danach
leiten wir einen Existenzsatz her, der auch fiir Anwendungen auf freie Rand-
wertprobleme von Interesse ist. Zum AbschluB stellen wir einige niitzliche
Resultate iiber das Verhalten von Flichen beschriankter mittlerer Kriimmung
in der Umgebung eines Verzweigungspunktes zusammen.

Im folgenden bezeichnen wir mit a-b bzw. aAb das innere bzw. dullere
Produkt zweier Vektoren a, b des dreidimensionalen Euklidischen Raumes E3,
und mit |a|=1/a- a die Linge von a. Fiir die Punkte der komplexen Ebene C
schreiben wir w=u+iv, und eine Fliche in E* wird durch x=x(w)=x(u, v)=
(x'(u, v), x2 (u, v), x> (u, v)) gegeben. Wir setzen Vx=(x,, x,), IV x|?=|x,12 +1x,|%
und 4x=x,,+x,,. Ferner sei B={w:|w|<1}, B,(wo)={w:|w—wq| <r}, und

D(x)=([|Vx|*dudv.
B
AuBerdem setzen wir fiir Ga C
lxlo‘(;:SUg Ix(w)l,

und H, (B) und H,(B) stehen fiir die in [6], I, S.207 definierten Sobolewrdume.
Wir verweisen auf die dort gemachten Bemerkungen iiber die Randwerte von
H,(B)-Funktionen. SchlieBlich sei

0 0 0 KB

D,=— _"=(Du_le)a 6W:

D,=—
“Tou T dv ow

(D,+iD,).
2. Ein EinschlieBungssatz (Maximumprinzip)

Zunichst betrachten wir eine Klasse von konvexen Funktionen.

Definition 1. Unter einer Eichfunktion auf E* verstehen wir eine reell-
wertige Funktion k der Klasse C*(E®) mit den folgenden beiden Eigen-
schaften:

12 Math.Z., Bd.115



170 S. Hildebrandt:

. 3 0%k(x)
@ Yk(x)_léllrifl i,jzﬂ 0x'ox!
(B) k(0)=0, grad k(0)=0.
Fiir eine Eichfunktion k auf E3 gilt dann, wie man leicht einsieht, das

folgende:

L k(ax+By)Sak(x)+Bk(y) fir o, =0 mit a+f=1 und fiir beliebige
x, yeE3.

2. k(x)>0, |grad k(x)|>0 fiir xe E*>— {0}.

3. k(x)— + oo fiir | x| - + o0.

4. Durch

EE>0  fiir alle xeE?,

Kg(m)={xeE>: k(x—m)<R}

wird ein kompakter konvexer Korper des E* definiert, den wir (die zu k ge-
horende) Eichkugel mit dem Mittelpunkt me E* und dem Radius R nennen
wollen. Zur Abkiirzung setzen wir noch

K={x:k(x)=1}=K,(0).

Lemma 1. Sei h eine reelle Zahl mit 0<h<1, und bezeichne k eine Eich-
funktion auf E*, die den folgenden Bedingungen geniigt :

yK)= inf 5,(x)>0, eX)
k
|grad klo,K=q<y—£’l. (2.2)

Ferner sei G ein beschrinktes Gebiet in €, und bezeichne x: G — E? eine Fliche
der Klasse C°(G)n C?(G), die der Differentialungleichung

[Ax|<h|Vx|> in G (2.3)

und den Nebenbedingungen
x(weK  fir weG : (2.4)

und ‘
x(WeKg(m) fir wedG (2.5)

geniigt, wobei m ein fester Punkt aus E* und 0< R <1 ist. Dann gilt
x(w)eKg(m) fiir weG. (2.6)

Beweis. Wir wenden eine Kontinuititsmethode an, und zwar betrachten
wir die Fliachenschar

x,(w)=x(w)——tm=(1-—t)x(w)-i—t{x(w)—m} 2.7
fiir te[0, 1. Wegen der Konvexitit von k folgt
k(x)S(1—t)k(x)+tk(x—m). (2.8)
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Mittels (2.4) und (2.5) ergibt sich hieraus
k(x,w)<1 fiir wedG und te[0,1]. 29)

Andererseits ist k o x, von der Klasse C°(G) n C?(G) und geniigt fiir alle te [0, 1]
der Differentialungleichung

3

3
k(x,)= Z Ky (x) {D, X Dy X{ + D, Xi Dy X{} + 3 ki(x) 4%;

j=1 i=1
>y(k)|l7x|2—|gradk(x,)]|Ax| in G.

Wegen (2.3) folgt dann
Ak(x)={y(k)—h|grad k(x,)|} I"x|* auf G. (2.10)

Wir setzen
@(t)=|grad k(x,)lo,¢- (211)

Nach (2.10) ist also ko x, in G subharmonisch, falls ¢ (t)<7y(k) h~!, und wegen
(2.9) folgt dann aus dem Maximumprinzip k(x,(w))<1 fiir alle weG; somit
ergibt sich ¢(t)<q aufgrund von (2.2). Daher gilt folgende Alternative: Ent-
weder ist @(t)<q<y(k)h™!, oder es ist o(t)>y(k) h~'. Andererseits ist ¢(t)
offensichtlich stetig fiir 0Lt <1, und wegen (2.2) und (2.4) gilt ¢(0)<gq, so daB}
schlieBlich ¢ (1)< gq folgt. Also ist k(x(w)—m) auf G subharmonisch, und aus
(2.5) ergibt sich mit dem Maximumprinzip die Behauptung (2.6).

Im Falle k(x)=|x|? fillt der obige Hilfssatz gerade mit dem in [4] be-
wiesenen Lemmal zusammen, das zum Beweis einer isoperimetrischen
Ungleichung (vgl. [4], Theorem 1) fiir Fldchen beschréinkter mittlerer Kriim-
mung benotigt wurde.

Eine weitere interessante Anwendung von Lemma 1 ergibt sich, wenn wir k
als eine positiv definite quadratische Form wihlen. Dann ist K= {x: k(x) =1}
ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkt 0, dessen Hauptachsen mit a, b, ¢ bezeichnet
seien, a=>b=c>0. Wir erhalten

y(k)=;22—>0 (2.12)
und
|grad k(x)|§% k(x) firalle xeE>. (2.13)
Setzen wir also c
h<—- (2.14)
a
voraus, so folgt
2 7(k)
|grad k|p x <— < Zhe h

Unter der Voraussetzung (2.14) erfiillt daher k die Voraussetzungen von
Lemma 1.
2*
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Als geometrische Anwendung von Lemmal erhalten wir einen Ein-
schliefungssatz (Maximumprinzip) fiir Losungen x der Differentialgleichung

Ax=2H (W)(x, A x,),
insbesondere also fiir Flichen beschrinkter mittlerer Kriimmung # (w) in

konformer Parameterdarstellung.

Satz 1. Sei G ein beschrinktes Gebiet in C, ferner sei # eine auf G stetige
reellwertige Funktion mit h=sup |# (w)|<1, und bezeichne x: G — E3 eine
€G

Fliche der Klasse C°(G)n C*(G), die der Differentialgleichung
Ax=24w)(x,Ax,) in G (2.15)

geniigt. Schlieflich sei k eine die Bedingungen (2.1) und (2.2) erfiillende Eich-
Sfunktion. Dann ergibt sich aus

xw)eK fir weG, und x(w)eKg(m) fir wedG, O<RZ<I,

sogar B
x(w)eKg(m) fiir alle weG.

Insbesondere gilt die Behauptung des Satzes, wenn man k als positiv definite
quadratische Form wihlt und wenn fiir die Hauptachsen a, b, c (azbz=c>0)
des zugeordneten Ellipsoides K = {x: k(x)< 1} die Bedingung

h<— (2.14)
a

erfillt ist.

3. Ein Existenzsatz

In diesem Abschnitt skizzieren wir den Beweis einer Erweiterung des in
[6], L, gegebenen Existenzsatzes fiir Flichen vorgeschriebener mittlerer Kriim-
mung.

Lemma 2. Sei H* eine reellwertige Funktion der Klasse CY(E3) mit dem
zugeordneten Vektorpotential

x!

Q*(x)=% ( [ H*(z, x2, x%) d, } H*(x',1,x%)dr, ’jc H*(x',x2, 1) dr) , (3.1
0

0 0
und sei k eine Eichfunktion auf E3, die den Bedingungen
|Q*(x)|S2q*  firalle xeE®, 0<g*<1, (3.2)

und
lgrad k(x)| |H*(x)| <y, (x) fiir alle xeE3 (3.3)
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geniigen. Weiter bezeichne B die Kreisscheibe {w: |w|<1}. Dann hat das Varia-
tionsproblem

E*(z2)=([{IVz]*+Q*(2) - (z, A 2,)} dudv— Min
P*: B
unter allen ze H,(B) mit z—feH,(B)
fiir jedes fe H,(B)n C°(dB) mit max kef <1 eine Losung xe C%(B)n C*+#(B),
pe(0, 1), die das Dirichletproblem

Ax=2H*(x)(x,Ax,) in B, x=f auf 0B (3.4)
lost und der Ungleichung

max kox<1 (3.5)
gentigt.

Beweis. Aus (3.2) folgt

(1=g®) IPxPSIPx>+Q*(x) - (x, AXx,)=(1+¢%)Px]?, 0<g*<lI,
und daher
(1—g*) D(x)S E*(x)=(1+g*) D(x)

fiir beliebiges xe H, (B). Mittels wohlbekannter Schliisse von Morrey (vgl. [7],
Lemma 1.9.2, Theorem 1.9.1, 1.10.2, 1.10.3, 1.10.4) und einem Regularititssatz
von Heinz und Tomi (vgl. [10]) folgt, daB das Variationsproblem P* fiir jedes
feH,(B)n C°(0B) eine Losung xeC°(B)n C2*#(B), Be(0, 1), hat, die das
Dirichletproblem (3.4) 16st und daher insbesondere der Differentialungleichung

|[Ax|<|H*(x)||Vx]* in B (3.6)

geniigt. Andererseits gilt

Ak(x)=

i

T

3
kx‘xj (X) {xix£+xix{,} + Z kxi(X) Axi.
1 i=1

Hieraus folgt wegen (3.3) und (3.6)
Ak(x)Z {yi(x)—|grad k(x)| [H*(x)} [Px|*20  in B,
d.h. kexe C°(B)n C?(B) ist in B subharmonisch. Aus max kof <1 folgt dann

mittels des Maximumprinzips auch max ko x <1, womit das Lemma bewiesen
- B
1st.

Aus Lemma 2 ergibt sich nunmehr
Satz 2. Bezeichne k eine Eichfunktion auf E* mit der Eichkugel K={x:k(x)<1},
und sei H eine reellwertige Funktion der Klasse C'(K), die den Bedingungen

|grad k(x)| |[H(x)|=7.(x) fiir alle xeK (3.7)
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und
h=ma}(x|H(x)!<%-{mz}(xlx|}“‘ (3.8)

geniigt. Ferner bezeichne

x! x2 x3

0(x)=~ ( [ H(z, x2 x%) dz, | H(x', 7, x%) dr, | HO, X2, 7) dr)
3 0 0 0

das H zugeordnete Vektorpotential der Klasse C'(K), und es sei B={w: |w|<1}.

(i) Dirichletproblem. Fiir jedes fe H,(B)n C°(0B) mit max kof <1 hat das
Variationsproblem

E@=[[{IVz]*+Q(2)- (z, A 2,)} du dv— Min
P: B
unter ailen ze H,(B) mit z—feH,(B) und ess.lrgnaxkozél

eine Lésung xe C°(B)n C***#(B), Be(0, 1), die auch
Ax=2H(x)x,Ax, in B, x=f auf 0B

lost und max kox=1 geniigt.

(ii) Plateauproblem. Bezeichne I eine in der Eichkugel K gelegene geschlos-
sene Jordankurve des E*, und sei €(I') die Klasse aller xe H,(B)n C°(0B) mit
ess.max kex<1, die 0B schwach monoton auf I abbilden. Wenn € (I') nichtleer

ist, so hat das Variationsproblem

PB: E(z)>Min  unter allen ze§(I')

eine Losung xe €(I')n C°(B)n C**#(B), Be(0, 1), die OB sogar topologisch auf
I' abbildet und in B den Gleichungen

Ax=2 H(x)(xu/\xv), Ixulzlxvl’ xu'xvzo
geniigt.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daB3
anstelle von (3.7) sogar

|grad k(x)| |H(x)| <7,(x) fiir xeK (3.7%)

gilt (der allgemeinere Fall (3.7) kann aus (3.7*) dhnlich wie in [6], I, durch eine
Approximationsmethode gewonnen werden). Dann kénnen wir eine ,,Fort-
setzung“ H*e C'(E®) von H finden, die auf K mit H ibereinstimmt, auBerhalb
einer geeigneten Eichkugel K, . ,(0), ¢>0, verschwindet und die Bedingungen
(3:2) und (3.3) erfiillt (die hierzu nétigen Uberlegungen verlaufen dhnlich wie
im Beweis von Satz2 aus [6], Teil I). Nunmehr folgt aus Lemma 2 die Be-
hauptung (i) des Satzes; der Beweis von (ii) ergibt sich dann leicht aus (i)
(vgl. [6],1).
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Eine interessante Anwendung findet das soeben bewiesene Ergebnis in der
Theorie der freien Randwertprobleme fiir Flichen vorgegebener mittlerer
Kriimmung H = H(x) (vgl. [6], IT). Es zeigt ndmlich, daB man unter gewissen
Voraussetzungen iiber H und das konvexe ,,Gefd3* K Fldchen x=x(w) der
vorgeschriebenen mittleren Kriimmung H mit freiem Rand auf der GefdBwand
0K finden kann, die ganz im GefdB3 K liegen.

4. Verzweigungspunkte

AbschlieBend wollen wir eine bei geometrischen Anwendungen ! niitzliche
,Normalform* fiir Flichen beschrinkter mittlerer Krimmung in der Um-
gebung eines Verzweigungspunktes herleiten, die fiir Minimalflichen von
Chen [1] (vgl. auch [8], S.235) bewiesen wurde. Der Teil (i) des folgenden
Satzes stammt von Heinz (vgl. z.B. [3]).

Satz 3. Sei G ein Gebiet der komplexen Ebene, # € C°(G) eine reellwertige
Funktion, und sei x: G — E* eine Fliche der Klasse C*(G) mit x=const auf G,
die in G den Gleichungen

Ax=2H (wW)(x, A X,) 4.1)
und
IxJJ=1x,l,  x,-x,=0 (4.2)
geniigt. Weiter bezeichne woeG einen Verzweigungspunkt von x, d.h. es gelte
X, (Wo)=x,(W)=0.

(i) Dann gibt es einen Vektor ac C* mit a0 und
3 o
(@)=} (a)*=0,
j=1

sowie eine natiirliche Zahl v=1, so daf§
X, =X,—ix,=a(w—wg) +o(jw—wo|")  fiir w—w. 4.3)

(ii) Ferner existieren eine reelle Zahl A>0 und eine orthogonale Abbildung
O von E3 auf sich mit det 0 =1, so dap fiir z=0(x—X,), Xo=X(W,), die asym-
ptotische Darstellung

Z4izi=Aw—wo) T Ho((w—wo|" !
(1w=wo) ( o) fiir w—w, (4.4)

2= oflw—wol"*)

besteht.

Beweis. 1. Zunichst nehmen wir an, daB G=B={w: |w|<1}, xe C*(B)
und x % const auf B ist. Dann ergibt sich (i), wie Heinz bemerkt hat, mit einer
SchluBweise von Hartman und Wintner [2]. Der Vollstidndigkeit halber

! Vgl. z.B. Serrin [9], und Heinz/Hildebrandt [4].
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wiederholen wir das Argument. Ist nimlich B* < B ein glattberandetes Gebiet,
so gilt fiir beliebiges @ C!(B*)

i, § X, Pdw= ([ (x, Py+X,5 D) dudy.
20 o B

Andererseits folgt aus (4.1) und xe C?(B) eine Differentialungleichung der

Form )
wawléa‘xwl n B

mit einer geeigneten Konstanten «, und somit

3§ x,- ®dw|= [[{| |+ |D|} |x,,| du dv
oBr B

fiir alle @e C'(B*). Nach [2], S. 455—458, ergibt sich dann die Behauptung
von (i).

Zum Beweis von (ii) nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
wo =0 und xy=x(wg)=0 an. Dann erhalten wir aus (4.3) und

1
x(W)=x(u,v)= [ [ux,(tu, tv)+vx,(tu,tv)]dt
0
die Relation

x(w)=v1 Reaw ' +o(w|'+), (w—0). (4.5)

+1

=a—if mit a, feIR?, so folgt

. a
Setzen wir
v+1

x(w)=aRew'*'+BImw** +o(lw[**)), (w—0). (4.6)

Andererseits gilt nach (4.3)

Tr x,(W)=(x Re w’+ B Im w*) +o(|w]*),

mx,,(w)=(—a Im w*+ B Re w”)+o(|w|).

Setzen wir insbesondere w=ueRR, so ergibt sich hieraus wegen (4.2)
la|=]Bl, a-p=0, (4.7)

lal®
(v+1)>2
Vektoren ey, e,€ E* und eine reelle Zahl 4 >0 mit

und damit folgt 2|«|*=|a|*+|B|>=

>0 oder |a|>0. Also gibt es zwei

a=Ae, P=Ae,, |e|=]|e,|=1, e -e,=0
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und
x(w)=Ae,Rew'* +de, Imw'*i4+o(w]'+). (4.8)

Mittels einer geeigneten orthogonalen Abbildung O des E* mit det O=1
konnen wir dann fiir z= 0 x die asymptotische Darstellung

Z'(w)=ARew 1 +o(w|"*h
Zw)=AImw ' +o(w|'*Y)  fir w—0
2 (w)= +o(w'*)

erreichen, woraus (4.4) folgt.

2. Aufgrund von 1. ergibt sich die Behauptung des Satzes auch fiir ein
beliebiges Gebiet G = €, sobald gezeigt ist, daB aus ,,x = const auf G*“ auch ,,x £
const auf U* fiir jedes Teilgebiet U £ G folgt.

Zum Beweis des letzteren nehmen wir an, da3 x(w)=c=const auf einem
Teilgebiet U = G ist. Dann bezeichne U, das maximale, U enthaltende Teilgebiet
von G, auf dem x(w)=c gilt. Wegen x £ const auf G ist U, ein echtes Teilgebiet
von G. Somit gibt es einen Punkt wyedU,n G, der Verzweigungspunkt von x
sein mull wegen x,,=0 auf U,. Nach Konstruktion von U, ist dann x % const
auf jeder Kreisscheibe B,(w,)<= G, so dall wir die Ergebnisse von 1. anwenden
diirfen. Aus der asymptotischen Darstellung (4.4) von x in der Nidhe von w,
ergibt sich aber |x(w)—x(wy)| >0, und somit insbesondere x(w)=+c, wenn nur
0<|w—wq|<e¢ ausfillt und ¢>0 hinreichend klein gewdhlt wird. Dies liefert
jedoch einen Widerspruch zu x(w)=c fiir w aus der nichtleeren Menge
B, (wg)n U..

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen.

Bemerkungen und Folgerungen

1. Der Satz bleibt richtig, wenn man (4.1) durch die allgemeineren, von
Heinz in [3] betrachteten Systeme ersetzt.

2. Ein entsprechendes Resultat gilt fiir die auf dG liegenden Verzweigungs-
punkte einer Lésung von (4.1), (4.2), die G auf eine geschlossene Jordankurve
der Klasse C? im E* abbildet. Hierbei ist der fundamentale Regularititssatz
von Heinz [3] heranzuziehen.

3. Aus der Normalform (4.3) und (4.4) ergibt sich insbesondere:
(a) Die Verzweigungspunkte w, sind isoliert.

(b) Fiir hinreichend kleines ¢>0 gibt es eine Konstante A*>0, so dal3
|x (W)= X (Wo)| = A*|w—wo|"*1 >0, falls 0<|w—wy|<e ist und w, einen Ver-
zweigungspunkt von x bezeichnet.

(c) In jeder Umgebung eines Verzweigungspunktes w, von x gibt es zwei
Punkte w; und w, mit w, =w, und x(w;)=x(w,). Ein Beweis hierfiir findet sich
bei Chen [1] oder bei Serrin [9].
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(d) Der Normalenvektor
_ X,(W)Ax,(w)
RO =T A,

konvergiert fiir w— w, gegen einen Grenzwert. Entsprechend konvergiert die
Tangentialebene gegen eine Grenzlage.

10.
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