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Uber die Randwerte einer analytischen Funktion®).

Von

G. Szego in Berlin.

Im Laufe meiner Untersuchungen iiber Toeplitzsche Formen?) gelangte
ich zu einem Theorem, welches, mit einem wohlbekannten und vielfach
gebrauchten Fatouschen Satze verbunden, einen neuen Beitrag liefert zum
Verhalten der im Innern des Einheitskreises reguldren analytischen Funk-
tionen am Rande des Einheitskreises.

Fatou hat im Jahre 1906 folgenden Satz bewiesen?):

Es sei g
f(z2)=@ay,+a,z2+...+a,2"+ ...

eine Potenzreihe, fir welche

g e, e, T
konvergiert, die also fiir |z| <1 eine reguldre analytische Funktion dar-
stellt. Dann existiert mit eventueller Ausnahme einer 0-Menge®) der

Grenzwert
y lim f(re®®) = f(e?®),
r=1

und die Funktion f(e?€),® ist (L)*) integrabel. Es gelien ferner die
rFormeln

e

zziff(e“’)e“’v""d@ (n=0,1,2,...)

* Vgl. die vorlsufige Mxttexlung in den Sitzungsberichten der Berliner Math.
Ges. 20 (1921), 8.20—22; ferner F. Riesz und G. Szegd, Analytikus fiiggvények keriileti
értékeirdl. Vorgelegt der ungarischen Akademie der Wissenschaften am 19. April 1920.

1) Vgl. G. Szegd, Beitrige zur Theorie der Toeplitzschen Formen, (Erste Mit-
teilung.) Math. Zeitschr. 6 (1920), 8. 167—202.

%) P. Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor. Acta Mathematica 30
{1906), S.335—400. Vgl. insbesondere S.377—379.

%) D. h. mit Ausnshme einer Menge, deren Lebesguesches MaB gleich 0 ist.

%) D. h. im Lebesgueschen Sinne.
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und

PR

2
o 17000 =a,P ], P+ g P
' 0

Die Natur der Randfunktion f(e?®) wurde seitdem von mehreren
Autoren. untersucht). Ich erwihne hier nur den folgenden Satz der
Herren F. und M. Riesz®):

Die Randfunktion f(e'®) nimmt jeden komplexen Wert nur auf
einer 0-Menge an (natirlich abgesehen vom Fall f(z)= konst.).

Der Inhalt dieses Satzes ist vollstindig dquivalent damit, daf (ab-
gesehen vom Fall f(z) = 0) die Randfunktion f(e?®) nur auf einer 0- Menge
verschwindet. o )

In der vorliegenden Arbeit beweise ich nun das folgende Theorem:

Es sei

f&)=a,+a,z+...+a,2"+...
esne nicht identisch verschwindende Potenzreihe, fiir welche
o B R O e " e S

konvergiert. Die nach dem Satz von Fatou notwendig existierende (bis
auf eine 0- Menge bestimmie) Randfunktion f(e?€) besitzt dann die Eigen-
schaft, daf die Funktion

: : log |7 (e'®)]
(L) integrabel ist.

Daraus fo}gt‘natﬁflich unmittelbar der Satz von F. und M. Riesz.

In § 1 beweise ich einen Satz, der als naturgemifie Erwéiterung eines
Fejérschen Satzes iiber trigonometrische Polynome zu betrachten ist. Darauf
folgt als Anwendung in § 2 der Beweis des eben ausgesprochenen Theorems.
§ 3 enthdlt einige Bemerkungen zu den vorangehenden Untersuchungen.

% Fatou hat bewiesen (a.a.O.?), S.894—395), daB, wenn f(z) fir |z|<<1
beschrénkt und nicht identisch gleich 0 ist, die Randfunktion lim f(re*®)=f(e*?)
: r=1

nicht auf einem ganzen Bogen 6,L0<L6, (0L6,<6,<2x) oder gar auf einer
maBgleichen Teilmenge desselben verschwinden kann; es ist sogar nicht moglich, daB
sie daselbst nur endlich viele verschiedene Werte annehme. — Carathéodory hat mit
anderen Mitteln bewiesen, da8 f(¢°®) auf jedem Bogen des Einheitskreises drei ver-
schiedene Werte annimmt. Vgl. Zur Réinderzuordnung bei konformer Abbildung (Nach-
richten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, math.-phys.
Klasse 1913, 8.509—518) 8.517. — Vgl. noch W. Gro8, Uber die Singularititen ana-
lytischer Funktionen (Monatsh. fiir Mathematik u. Physik 29 (1918), S.3—47) 8. 41.
%) F. u. M. Riesz, Uber die Randwerte einer analytischen Fupktion. (Quatriéme
congrés des mathématiciens scandinaves & Stockholm 1916, S.27—44.) . | ’
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§ 1.
Uber die positive Darstellung einer Klasse reeller Funktionen.

Herr Fejér hat folgendes Theorem bewiesen:
Jedes nichinegative trigonometrische Polynom n-ter Ordnung

99(0)=a0+22(a,cosw6+b,sin v6)

»=1

lapt sich in der folgenden Form darstellen:
P0)=lgo+g2+...+g,2" 6"

Man kann diesen Satz auch in der folgenden Form aussprechen:

2=
. 1 . _ — _
a,+ b, =5 | p(B)e*0df = 909 + 9191+ - T 9asn
2x
°

(»=0,1,...,%; by=10)9%),
und dann liefert er eine Parameterdarstellung fiir die Koeffizienten simt-
licher nichtnegativer trigonometrischer Polynome.

Ich will jetzt eine sich natiirlich aufdringende Erweiterung dieses
Satzes behandeln. Zu diesem Zwecke fiihre ich folgende Ausdrucksweise ein:

Ich sage, daf eine im Intervalle 0 < 0 < 2n definierte (L) integrable
Funktion ¢ (0) positiv dargestellt ist, wenn es eine Potenzreihe

. flz2)=ap+a,z+...+a,2"+...
gibt, fiir welche

@0 +ay e
k onvergiert und

2x
(1) %fw(ﬂ)eivede——-aom+aﬁr+1 +oiF byt
(1]

(»r=0,1,2,...)
ist. In Zeichen:

2

n i
()9(6)’\/}00—{—(112-1"—...“}—““2 +"'=z=eie'

(Diese Schreibweise ist berechtigt, denn im Falle, wo f(z) fiir 2] <1

regulsr und ¢ () = f(e#0)|* ist, werden die Gleichungen (1) tatsichlich
erfiillt.) .

. %) L. Fejér, Uber trigonometrische Polynome. Journal fiir die reine und an-
gewandte Mathematik 146 (1916), S.53—82. Vgl. 8. 54—62.
%) § bezeichnet die zu g korjugiert komplexe Grofe.
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Nun frage ich folgendes:

Was ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafir, daf
eine fiir 0 <0 L 2n definterte (L) integrable Funktion ¢ (0) im Sinne
der Gleichungen (l) positiv darstellbar sei?

Bevor ich die obige Fragestellung allgemein beantworte, schicke ich
die folgende Definition voraus:

Ich verstehe wnter der Klasse (K) der im Intervalle 0 < 0L 2n
definierten (L) integrablen Funktionen diejenigen ¢(0), welche

a) fast iberall®) positiv sind,
b) fiir welche log ¢(0) (L) integrabel ist.

Mit Hilfe dieser Benennung kann ich das folgende Theorem aus-
sprechen:

Damit die im Intervalle 0 <0< 2n definterte nicht identisch ver-
schuindende Funktion ¢(0) positiv darstellbar sei, 1ist notwendig wund
hinreichend, daf @ (0) zur Klasse (K) gehore.

Die Gleichungen (1) liefern somit fiir die Fourierschen Konstanten
der Funktionen der Klasse (K) dhnliche Parameterdarstellungen, wie Herr
Fejér fiir trigonometrische Polynome gegeben hat?).

Ich bemerke, daB, wenn ¢ () fast iiberall gleich 0 ist, f(z)=0
sein mufl, weil ja in diesem Falle

0=|a| +|a |+ ...+ g, + ...
ist. (Andererseits liefert dann f(z)=0 in der Tat eine positive Dar-
stellung.) Diesen Fall kénnen wir somit a priori ausschlieBen.

1. Die Bedingung ist notwendig. Es sei

p(0) ~|a+a,z+...+a,2"+.. z—o‘s’
man kann, ohne die Allgemeinheit einzuschrinken, voraussetzen, dafl a, + 0
ist. Ware nimlich a, der erste nicht verschwindende Koeffizient, so hitte
man offenbar

p(0)~la, + a1z .. A Byraz e

Man sieht nun leicht ein, daB fiir alle Werte der Variablen 2, z,, z,, ...
die Gleichung gilt:

2
(2) %tf(p(g)ixo_f—xlz'{’"--“?‘xnz”%“’d@
o .
_2}“ zo+ay_1x1+ + 1_” lg

(z=1¢€%9; a_,=0; n=1,2,3,...).

9 D. h. mit Ausnahme einer 0-Menge.
1) A.a. 0.7, 5.62—64.
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(Der Koeffizient von z,%, ist nimlich a.uf der linken Seite glelch

___fqp(ﬂ)ez(p q)edﬂ
und auf der rechten Seite

2 @y Gyg).
i »=0
Die Hermiteschen Formen auf der linken Seite sind offenbar mit den zu
¢ (0) gehorigen Toeplitzschen Formen identisch?); man hat ersichtlich

2x
g;ftp(ﬂ)lxo—}—xlz%—... +2,2"|°d0>0 (z=e?6)
0 1
(sogar > 0, wenn die Variablen z,, z,, ..., #, nicht durchweg verschwin-
den); die Funktion ¢(6) ist somit laut eines wohlbekannten und in der
Theorie dieser Formen grundlegenden Satzes??) fast iiberall nichtnegativ.
Ich mache weiter von einem anderen Satze iiber Toeplitzsche Formen
Gebrauch, den ich ganz allgemein zuerst in meiner Arbeit , Beitrige zur
Theorie der Toeplitzschen Formen*1%) bewiesen habe:
Es sei ¢(0) fiir 0 <0< 2n nichinegativ und (L) integiabel; ich
bezeichne mit p, das Minimum der n-ten Toeplitzschen Form

- 1 ‘ﬂ n;2 .
o e @)zt et a2 a0 (2 = e39)
0 .
unter der Nebenbedingung x,= 1. - Dann existiert l{m B,=p =20, und
zwar hat man =
2
;—;jlogtpw)de
p=19e ° , wenn @(0) zur Klasse (K) gehort,
0 , im entgegengesetzien Falle,

) Wir brauchen also nichts anderes zu beweisen, als daB, sobald die Glei-
chungen (2) bestehen, der Grenzwert u positiv sein muf. Nun folgt aus (2)

2

5o | 20| +2,24... + z,2"|°d0> la,z,|" (2= e79),
1]

'

1) Vgl etwa a.a. 0.3, §86.

%) Q. Toeplitz, Zur Theorie der quadratischen Formen von unendlich vielen
Verinderlichen. Nachrichten von der Kéniglichen Gesellschaft der Wzssenschaﬂzen zu
Géttingen, math.-phys. Klasse 1910, S. 489 —506, vgl. 8. 504, .

) Aa.0.9 §5. .
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also o oo S
und
7 Iaol > 0.
Daraus folgt, daﬁ @ (0) zur Klasse (K) gehort, w. z. b. w.

. Die Bedingung ist' hinreichend. Es sei ¢(0) eine Funktion der
Klasse (K); dann ist die harmonische Funktion

1 i 1—»2
g(8,r)= 2—ﬂflog ¢(2) 1—-2reos(z—6)+7r: dz

fiir r < 1 reguldr und man hat nach einem Satz von Fatou“) fast iiberall

hm g(0,r)=log (p(ﬂ)

Es sei g(z) diejenige analytlsche Funktion, fiir welche g(0) reell und .
Bg(rei®)=g(0,r)*) |

1st; es sei ferner

d. h

Letztere Funktion ist fiir [2{ << 1 regulir und von O verschieden, ferner
ist D(0) reell und positiv. Man hat weiter

| D(ress)[* = e,
also ist fast iiberall
@) lim | D (ret9)] = ¢ (0).
Ich behaupte nun, daf

@(8) ~ | D(2) ],

ist.
Zu diesem Zwecke beweise ich zunichst die Konvergenz von Z]a”f

n=0

oder, was damit -gleichbedeutend ist, die Beschrinktheit von
Xla,frie =L [|D(rese)*a0
n=0 ) z 0

1) A.4.0.9).
%) Ra bezeichnet den reellen Teil von a.
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fir r <1. Man hat nach einer bekannten Ungleichung von Jensen®®)

}Zogqo(z) 1-r2 dz =

. I-2rcos(z—6)+7° 1 1—7r3

! 6)|2 il

D(ret )I ég f (z)l 2rcos(x-—-0\+rgdx
0

also
2x 2n
1 ; oy 2 1
2—-7![1 D(res0) "dbo < é;ftp(:t) dz,
° o

Es gilt andererseits mit Riicksicht auf (3) und auf einen wohlbekann-
ten Hilfssatz von Fatou??) die Ungleichung

2z Sm
%fﬂﬂ)éd@gﬁﬂﬁ ;;flp(nie)fde,
b ’ ’

en

27
2ﬂf (6) 40 = lim ;_f D(reio)] d6=20'1a,,}2
0 n=

0

Ich wende dieses Resultat auf die Funktion
p*(0) =g (0)11+ 1Z”§:=,se
an, wo |1/ <1, sonst aber beliebig, und » > 0 ist. Man erhilt

@

27
%f‘l’(e)ll +iz*]*d0 =Z}a,n+ la,.,)’
0 .

n=0
(z=¢€%0, a 1=a 3=...=a_,=0),
Woraus
%f«p(ﬂ) €70 df = Za,, Tyt

folgt*®), w.z. b. w. — Damit ist unser Theorem bewiesen.

_ § 2. :

Ein Satz iiher die Randwerte einer analytischen Funktion.

Es sei -

f(z)=ay+a,z2+ ... +a,2"+ ..

16) J. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre les
valeurs moyennes. Acta Mathematica 30 (1906), 8.175—193. Vgl. 8,187,
. 1) A.a.0, %), 8.375—376.

% Ist ndmlich %14 =0 fiir alle |2{< 1, dann ist offenbar a=90.
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eine Potenzreihe, fiir welche
laol" +ia, "+ ... +]a,[ ...
konvergent ist. Dann existiert nach Fatou fast iiberall

lim £(rei9) = £(e49),

und die Funktion |f(e®9)|? ist (L) integrabel. Man hat ferner nach der
Parsevalschen Formel

IU” 6\, 2 = 7 a
ﬂf%f(e”’)g A0 =ayd, + 0, 8,,, + -+ Gy ypp+ ..
(1]
(=0,1,2,...) ™).

Mit Hilfe der oben eingefiihrten Bezeichnung kénnen wir aber dies auch
in der folgenden Form schreiben:

}f(e‘e){gfv]a0+a1z+...-{—aﬂz”—{—...jz“'ﬂm.
Im Sinne unseres obigen Resultates haben wir somit die Sétze:

Abgesehen vom Falle f(z) = 0 ist die Funktion |f(e*®)(® fast iberall
positiv und log |f(es0)| (L) integrabel, d. h. [f(e'®)|® gehort zur
Klasse (K).

Ferner:

Abgesehen vom Falle [(z)= konst. ist die Funktion If(ei®) —c|®
fast diberall positiv und log |f(e%®) — ¢! (L) integrabel, falls c. eine be-
liebige Konstante bezeichnet.

Daraus folgt unter anderem, daB die Randfunkiion f(e®) einen ge-
gebenen Wert ¢ nur auf einer 0-Menge amnehmen kann, insbesondere

kann sie nur auf einer 0- Menge verschwinden, das ist der Satz der Herren
F. und M. Riesz,

§3.
Bemerkungen.

Das in §1 untersuchte Problem méchte ich moch durch einige Be-
merkungen iiber die Eindeutigkeit der positiven Darstellung einer Funktion
@(0) der Klasse (K) erginzen.

1. Es sei mit den friitheren Bezeichnungen

P(0)~ lgg+a,z+...+a,2" ... 12 6.

) A.a.0.%. Die Fouriersche Reihe von f(¢*®) stimmt nimlich mit der iiber-
ein, die aus der Potenzreihe f(z) durch die Substitution z=¢*? formal entsteht.



Dann existiert nach Fatou fast iiberall

lim Za r"eint = F(6),
=1 p=p
und es ist ’

(F0) ~ @yt a2+ ... taz"+...|%
D. h. man hat fiir alle n

o .
e"0do,

2z 23
P (@) emodn— gif F(6)
0 R 0

woraus bekanntlich (mit Ausnahme einer 0-Menge) ¢ (0) = [.F(6)|” folgt.
Daraus geht hervor, daB die Aquivalenz

p(0)~la,+az+ ... +a, 2" .

‘a= etO

damit vollig gleichwertig ist, daff die Reihensumme Z’ la,|® konvergiert,
und fast dberall die Gleichung =0

hmIZa r e”‘6 —qo(ﬂ)
besteht,

2. Ich habe in §1 gezeigt, wie man zu einer gegebenen Funktion
@ (0) der Klasse (K) eine analytische Funktion D (z) konstruiert, fiir welche

P(0)~ | D(z)["_s

ist. Ich frage nun: Durch was fir eine Eigenschaft ist die dort defi-
nierte Funkiion D(z) unter allen analytischen Funkiionen f(z) ausge-
zeichnet, fur welche
®(0)~| f(z) Y S

(A

Es ist a priori klar, daf solche analytische Funktionen £(z) (die iiber-
dies nicht von der Form ¢D(z) sind, wo |¢|=1 ist) wirklich existieren;
in der Tat ist z. B.

f(z)=1%5D() (1%]<1)
eine solehe, da ja
=1 (lz]=1)

ist. (Daraus folgt namhch emerselts die Beschranktheit von

. élf (re“’) d0<-f p(rewmde

b
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andererseits die fast iiberall geltende Gleichung
lim | f(re®)!" = p(6),
r=1

was nach den obigen mit

@ (0)~ 1(2)]]_ e
gleichwertig Ist) Die Antwort auf die eben gestellte Frage lautet nun
folgendermafen:

Die in § 1 definierte analytische Funktion D (z) liefert die dem.
absoluten Betrage nach grofte analytische Funktion von der verlangten
EBigenschaft, d. h. wenn

@ (0)~| f(z)“ TS
ist, dann hat man fir |z} <1
(4) #(2) <1 D(2)].
In Abschnitt 1 von § 1 habe ich ndmlich bewiesen, da.B wenn
‘P(G)'\’]f(z)t ew—]“o"?l"a';z"}_ - ta,z" -+ ‘sz £i0
ist, mit den dort gebrauchten Bezeichnungen die Ungleichung

Moy 2— { a’ﬁ r
besteht, also
i [lose @ a0
limp, —=e ° >la,!"
n=wx

Nun ist nach Abschnitt 2 von §1

¥ »
ﬂflosrp(u)—*w————* du

2 & 1—27cos8(u—06) +7*
|D(ret®)|" =e ;
man hat somit L &7
é;flogtp(u)du

|D(0)*=e ° .
| D(0)[ 2 [£(0)].

Es sei nun « ==reé% eine beliebige, aber feste Stelle im Innern des
Einheitskreises, d. h. |e|=1r < 1. Ich beniitze die folgende allgemeinere
Form des in Abschnitt 1 des § 1 angefithrten Hilfssatzes:

Es sei ¢ (0)(L) integrabel fiir 0 <8< 27 und u, () bezewhnedas
Mintmum der n-ten Toeplitzschen Form

d. h.

2_1:_1_[9’)(6).;20 +€012+ .o —}—xnz”fzdﬂ (z=ei¢))
0 . o

Mathematische Annalen. 84, . 16
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unter der Nebenbedingung xz,+ z,¢ + ... +z,¢" = 1; dann existiert
Bm p, (¢) =p(e¢) =0 und es ist

2x
1—-92

1
Zf“’g‘p(e’ 1=27c08(0—0g) + 78 20

u(e)= (1—r%e ° , wenn @ (0) zur Klasse (K) gehort.
0 , m entgegengeselzien Falle*®),

Ich setze der Kiirze halber bei festen, die Bedingung z, + 2z, ¢+ ...
+z,e” =1 erfilllenden 2., z,, ..., z,

F(2)=£(2) (7 + 2,2 - .. +2,5")

X
-_—vazv =Z(a,xo+a,_1x1 + .ot aazn)2”
v=0

»=0

dann ist

Fla) = f(@) < > 15,1° 3 e®
zr_l,—zZ’la,xo—l—av_lxx S ST R WA

woraus nach Formel (2) des § 1
po(@) 2 (1= )| f(e)]]
ple) 2 (1 —r)if(a) ®
|D(e) 2 f(e)].

Damit ist die Ungleichung (4) bewiesen.
Wann kann in (4) fiir irgendein z=we« (/¢! < 1) das Gleichheits-
zeichen gelten? Die Funktion

folgt. D.h.

und also

ist offembar regulir und dem absoluten Betrage nach kleiner als 1, wenn
{21 <1 ist. Man hat ferner fast iiberall

lim | E(rei®)|=1.
r=1
Es gilt also dasselbe von der Funktion

EB*(2)=E ({75;),

%) A.a.0.7§5.



Randwerte einer analytischen Funktion. 243
da ja die Abbildung

y__ 2t
T l4az

"den Einheitskreis in sich iiberfiihrt. Besteht also in der Ungleichung (4)
fiir z = «-das Gleichheitszeichen, so ist
E*(z)=¢y+e,z24 ... +e 2"+ ...

beschrinkt fiir 2, <1, ferner ¢,|=1 und man hat mit Ausnahme einer
0-Menge

Lim | E*(reio)| =1.

r=1
Daraus folgt aber nach dem Parsevalschen Satze, daB

1=le "+ e "+ ... +e, " +...,
d. b e, =0ist (n=1,2,3,...). Daraus ergibt sich, daB
E*(z) —konst. und folglich K (z) = konst.

sein muB, d. h. f(z)=cD(z) (j¢|=1). SchlieBen wir somit diesen Fall
aus, so gilt in (4) fiir 2| <1 immer das Zeichen <, d.h.
(4) f(2)! < D ().

Besonders bemerkenswert ist der Spezialfall ¢ (§) = 1. Dann lautet
dieses Theorem folgendermaBen:

Es seidie analytische Funktion f(z) regulir fir 2| <1 und das
Iniegral

o [1rreio) a0

sei beschrdnkt fir r < 1; ferner sei fast dberall

lim | f(rei®)|=1.
r=1

Dann ist |f(z)| <1 im Innern des Einheitskreises und die Gleichheit
kann hier nur dann bestehen, wenn f(z)=c¢ (|c]|=1) dst.

Dieser Satz wurde von Herrn I. Schur in seiner inhaltsreichen Arbeit
bewiesen: Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises beschrinkt
sind (Fortsetzung), (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
148 (1918), S. 122—145), S. 181—133. ' .

3. Nachdem ich die Ergebnisse meiner Untersuchungen Herrn F. Riesz
mitgeteilt habe, fiigte er einige Bemerkungen und Ergénzungen hinzu, die
ich hier mit seiner giitigen Erlaubnis kurz erwihnen will.

Zuniichst gab er einen #uBerst einfachen Beweis meines Theorems
iber die (L) Integrierbarkeit der Funktion log|f(e®@)|, der vollig unab-

’ ' 16*
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hiingig ist von der Theorie der Toeplitzschen Formen und nur von ge-
wissen elementaren Satzen der Funktionentheorie und der Lebesgueschen
Integraltheorie Gebrauch macht. Ferner zeigte er, daB &hnliche Sitze
auch fiir die allgemeineren Funktionenklassen gelten, die sich durch die
Beschrinktheit der Integrale

f f(reie)|?do (r<1),

wo p >0 ist, charakterisieren lassen. Endlich gab er mit Beniitzung
meiner Ungleichung (4) sdmitliche analytische Funktionén an, die eine
positive Darstellung fiir eine Funktion ¢ () der Klasse (K) liefern.

(Eingegangen am 1. 2. 1921.)
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