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60 Grore HaMeL:
wodurch man fiir w(2) die Diﬁ'erentialgleichuﬁg
” , u m?*—n?  mu
2w + 2w [m+1—-2—g+z:]+w|:--z~——~;g]=0

erhilt. Fir 2 =0 hat diese Gleichung eine Stelle der Bestimmtheit,
die determinierende Gleichung hat die reellen Wurzeln
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Durch Einfithrung der Wurzeln ¢, und ¢, nimmt die Differentialgleichung
die Form an

Zw” + zw'[l — o — 0y + 2] + 10,0 = 0.

Das ist aber genau die Differentialgleichung (V1') von Seite 54, so daB
alles dort weiter Mitgeteilte auch hier gilt.

Uber ein Prinzip der Befreiung bei Lagrange.

Von Georc¢ HaMEL in Aachen.

Man kann in der Entwicklung der Mechanik hauptsichlich vier
Wege der Begriindung unterscheiden, die man, um Namen zu haben,
den natiirlichen oder physikalischen, den stereomechanischen, den Weg
tiber die Punktmechanik und den analytischen nennen mag.

Auf dem ersten Weg, den von den neueren Autoren hauptsichlich
Jaumann geht, den aber auch ich in meinem Lehrbuche vor allem ver-
folgt habe (in den Teilen I und III), faBt man die mechanische Welt als
ein beliebig bewegliches Kontinuum auf, das durch innere Spannungen
zusammengehalten wird und dessen Teile auch noch durch Fernkrifte
aufeinander wirken konnen. Druck, Zug und Schubkraft sind also hier
die ersten und wichtigsten Begriffe und Vorstellungen der Mechanik
sowie als Objekt ihres Wirkens das Volumelement. Grundsitze gibt
es hauptsichlich zwei: das Newtonsche Grundgesetz mit EinscliluB des
Satzes vom Parallelogramm der Krifte und das Gesetz der Symmetrie
der Spannungsdyade (von mir das Boltzmannsche genannt). Die ver-
schiedenen mechanischen Systeme unterscheiden sich dann durch die Art
der Abhiingigkeit der Spannungsdyade von ihren Ursachen, inshesondere
den Deformationen. Reaktionskrifte gibt es an sich nicht, sie ent-
stehen erst als Grenzfille durch Einfilhrung von Idealsystemen, d. h. An-
nahme von gewissen, in Wahrheit nie exakt erfiillten Bewegungsein-
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schriinkungen. Reaktionskrifte kénnen namlich als solche Krifte definiert
werden, die durch die Bewegungseinschrinkungen einen gewissen Teil
ihrer Ursachen einbiiBen und dadurch, wenigstens fiir den Ansatz des
Problems, teilweise unbekannt werden. Bei ihrer Absonderung spielt
das Prinzip des zureichenden Grundes eine bedeutende Rolle (siehe mein
Lehrbuch Nr. 62,63.) Das d’Alembertsche Prinzip, das nur fiir solche
Idealsysteme einen nicht trivialen Sinn hat, ist dann fiir alle bekannten
Idealsysteme beweisbar.

Der zweite Weg geht vom starren Korper aus (mein Buch, Teil II).
Auf ihm spricht man urspriinglich nur von den eingeprigten Kriften,
die Reaktionskriifte sind natiirlich da, aber gewissermaBen nicht zu
sehen, in den Sitzen kommen sie nicht vor. Voran steht die Statik.
Die Statik des starren Korpers folgt aus dem Newtonschen Grundge-
setz und aus dem Verschiebungssatz; die Statik allgemeiner Systeme
liefert das Erstarrungsprinzip. Hier miissen allerdings schon die Reak-
tionen zwischen den einzelnen starren Korpern eingefiihrt werden. Auf
die Statik baut man erst die Kinetik. Die Stereokinetik begriindet man
mit dem hier als Axiom stehenden d’Alembertschen Prinzip. Weiter
scheint mir hier die historische Entwicklung nicht zu gehen (Varignon,
Johann Bernouilli, d’Alembert). Will man die Kinetik allgemeiner
Systeme anschlieBen, 5o muB man zum ersten Wege hinlenken, den Begriff
der inneren Spannung aus der Anschauung entwickeln und das Boltz-
mannsche Prinzip ausdriicklich formulieren, denn es steckt nicht schon
im d’Alembertschen Prinzip, wenigstens nicht in dessen Originalfassung,
und liBt sich auch nur gezwungen diesem anfiigen.

Der dritte Weg kennt nur diskrete Punktsysteme, vereinfacht also
das Objekt der Mechanik auBerordentlich. Dementsprechend einfach
sind die Mittel: das Newtonsche Grundgesetz nebst Parallelogrammge-
setz mit der Annahme bloBer Zentralkrifte und ein mehr als heute zu-
lissig verallgemeinertes Gtesetz der (leichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung. Dieser Weg fithrt schnell in einige Anwendungsgebiete der
sogenannten klassischen Mechanik, arbeitet aber fiir uns doch mit zu
primitiven Mitteln und Vorstellungen und findet schon gauz erhebliche
Schwierigkeiten bei der Begriindung der Systemmechanik.

Und nun zum vierten Weg, zu Lagranges analytischer Methode.
Lagrange geht auch von Punkten aus, aber das ist ganz unwesentlich,
er konnte geradeso gut von Volumelementen reden, und eigentlich meint
er spiter auch immer solche, wenn er von ,corps spricht. Wichtig
hingegen ist, daB Lagrange zuniichst nur eingepriigte Krifte kennt,
sie sind das Glegebene, das physikalisch Bedingte, das durch Ursachen
Bestimmte. Seine Systeme sind Bindungen unterworfen, aber viel all-
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gemeinerer Art, als sie der zweite und dritte Weg kennen. Als Hilfs-
mittel hat er auBer dem Newtonschen Grundgesetz (einschl. Krifteparallelo-
gramm) das Prinzip der virtuellen Verriickungen in der fiir die Kinetik ver-
allgemeinerten Form. Dieses Prinzip bringt von selbst GroBen hinein, die
zuniichst rein mathematisch definiert sind: die beriihmten Lagrangeschen
Parameter oder Multiplikatoren. Und nun entsteht die Aufgabe zu zeigen,
daB diese Parameter mechanische Bedeutung haben, daf sie Kriifte sind,
néimlich Reaktionskrifte. Es muB also genau der umgekehrte Schritt
wie beim ersten Weg geschehen: aus dem idealisierten Begriff muB der
allgemeine, aus dem erstarrten der lebendige entwickelt werden. Vor
allem handelt es sich um den Begriff der inneren Spannung, der nicht
wie beim ersten Weg voransteht, auch nicht, wie beim zweiten Wege,
von auBen, aus der Anschauung heraus, angeschlossen wird, sondern
aus dem Bisherigen organisch entstehen soll. Man beachte, daf die La-
grangeschen eingeprigten Krifte zunichst nur irgendwelche, den Volum-
elementen zugeordnete, und wie wir wohl noch hinzufiigen miissen,
durch physikalische Ursachen bedingte Vektoren sind, deren Summe nur
mit dem Volumelement unendlich klein werden mufi. Also nicht einmal
die Existenz flichenhaft verteilter Krifte steht von vornherein fest, sie
muB erst dargetan werden. Das alles leistet nun ein Prinzip, das zwar
nirgendwo bei Lagrange formuliert wird, das man aber gleichwohl ge-
radezu das Leitprinzip seines groBen Werkes nennen kann: ich mdchte
es das Prinzip der Befreiung nennen, weil es auch das Gegenstiick
zum Erstarrungsprinzip ist.

Das Prinzip kann so formuliert werden:

,Betrachten wir ein beliebiges System und fassen eine bestimmte
seiner Bedingungsgleichungen =0 und den ihr zugehorigen Para-
meter 1 ins Auge. Stellen wir daneben ein System von einem hdheren
Freiheitsgrad, indem wir diese eine Bedingungsgleichung fortlassen,
sonst aber ganz das alte beibehalten, so bewegt sich dieses befreite
System nach formal denselben (leichungen wie das erste System, nur
daB das 1 jetzt eine eingeprigte KraftgroBe ist. Dieses 4 ist also bei
dem befreiten System durch die physikalischen und kinematischen
Bedingungen desselben eindeutig bestimmt.“

Der erste Teil ist trivial und selbstverstindlich: das neue Prinzip
liegt in dem letzten Teil. Man sieht, wie das Prinzip aus der Masse
aller eingepriigten Krifte besondere hervorhebt, und darin liegt seine
weittragende Bedeutung. .

Die praktische Bedeutung des Prinzips hat bereits vollstindig Heun
erkannt, wenn er wiederholt darauf hinweist, daB die Lagrangesche Me-
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chanik nicht nur die Bewegung eines Systems zu berechnen gestattet,
sondern auch die dabei auftretenden Reaktionen. Aber iiber diese prak-
tische Seite der Sache hinaus mochte ich ihre erkenntnistheoretische
und ihre psychologisch-historische Wichtigkeit hervorheben: ich behaupte,
daB dieses unausgesprochene Prinzip die Seele der Mécanique analitique
genannt werden kann, insofern als dieses Werk in seinem weitaus groBten
Teile nach ihm aufgebaut worden ist, ich behaupte weiter, daB die Ge-
winnung des allgemeinen Begriffes der Spannungsdyade durch das Prin-
zip der Befreiung geradezu als das Ziel der Mécanique analytique be-
zeichnet werden kann, obwohl es infolge des frilhen Todes des Ver-
fassers nicht ganz erreicht wurde. Aber alles strebt diesem Ziele zu,
vielleicht dem Verfasser selbst unbewuBt, obwohl es in Sektion IV,
§ I, Nr. T heiBit: c’est en quoi consiste l'esprit de la methode.

Gehen wir zum Beweis dieser Behauptung die Mécanique analyti-
que kurz durch.

Zunichst die Statik. Nach einer Einleitung iiber das Prinzip der
virtuellen Arbeiten folgen erst die allgemeinen Sitze des Gleichgewichtes
gegen Verschiebung und Drehung. Danach wird die Multiplikatoren-
methode auseinandergesetzt und klar und deutlich die Kraftbedeutung
der Multiplikatoren formuliert. Und nun folgen ganz systematisch: Vorab
der freie Punkt, dann zunichst mehrere Punkte an einem unausdehn-
baren Faden (das i ist die Fadenspannung) und sofort dazu das ent-
sprechende befreite System: die Punkte am dehnbaren Faden. Gewonnen
ist so der Begriff der Spannung als einer eingeprigten Kraft beim ela-
stischen Faden. Darauf kommt der starre Stab mit aufgesetzten Punk-
ten an die Reihe: als befreites System folgt ihm der elastische Stab.
Wir haben damit schon eine Einsicht in die Beanspruchungsméglichkeiten
eines elastischen Stabes. Dann kommt der kontinuierlich belastete Faden,
erst wieder undehnbar und vollkommen biegsam, dann dehnbar, und
endlich die elastische Lamelle. Die Untersuchung schreitet weiter zur
biegsamen, unausdehnbaren Fliche und ihrem befreiten Gegenstiick, der
dehnbaren Fliche. Nach einem kurzen Kapitel iiber den starren Korper
(IV), das insofern aus dem Rahmen fillt, als der starre Korper nicht
mit der Multiplikatorenmethode, sondern mit .der expliziten Darstellung
der moglichen Verriickungen gemacht wird, schreitet die Untersuchung
im alten Geleise weiter; erst kommt die inkompressible Fliissigkeit, und
nachdem so der Begriff des Druckes gewonnen ist (das ist hier das ),
folgt die kompressible Fliissigkeit. Also ein systematischer Gang: zu
jedem System wird ein befreites gestellt, und es fehlt nur der Uber-
gang vom starren Korper zum allgemeinen System, d.h. die vollstéindige
Begriindung der Spannungsdyade.



64 Geore HamEer:

Die nun folgende Dynamik entwickelt zunichst ganz allgemeine
Prinzipien (Sektion I bis VI). Dann kommt wieder systematisch zu-
erst der Freie Punkt (Sektion VII). Daran schlieBen sich in Sektion VIII
die einfachen gebundenen Bewegungen eines Punktes. Und hier findet
sich sofort wieder die Bemerkung, daB A die entsprechende Reaktions-
kraft bedeute (Druck der Stiitzfliche, Chap. I, Nr. 14, Fadenspannung
in Nr. 24.), und zwar begriindet mit dem Prinzip der Befreiung. Wie
in der Statik kommt jetzt ein Abschnitt, in dem der starre Korper
mittels der expliziten Darstellung seiner virtuellen Verschiebungen be-
handelt wird: aber die Hydrodynamik setzt die Multiplikatorenmethode
fort, und dementsprechend kommt zuerst wieder die inkompressible Fliissig-
keit, dann erst die kompressible, nachdem der Druck als Flichenkraft
gewonnen ist. Der systematische Weg bricht damit ab, den SchluB
bilden Noten iiber verschiedene Gregenstinde; bekanntlich hat Lagrange
nicht selbst die letzte Hand an die zweite Auflage gelegt.

Lagrange sondert also aus dem Allgemeinbegriff der eingepriigten
Krifte systematisch durch sein Prinzip der Befreiung die Fadenspannung,
die Zug-, Schub-, Biegungs- und Torsionsbeanspruchung eines Balkens,
den Druck einer Fliissigkeit heraus. Es fehlt die Entwicklung der all-
gemeinen Spannungsdyade im beliebigen System. Dazu hitte Lagrange
nur auch den starren Korper nach der Multiplikatorenmethode zu be-
handeln brauchen.

Obwohl dies schon G. Piola 1845 (siche Enzyklopidie IV 23, S.23
und IV 30, 8. 620) getan hat, wollen wir, zur Illustration des Gresagten,
es hier kurz darstellen.

Sei 07 mit den Komponenten u, v, w die virtuelle Verschiebung
eines Systempunktes. Es ist dann nicht schwer zu beweisen, daB die
Bedingungen der Starrheit

ou , 9v __ 9v , dow __ow | Ou
T 0w~ Ty~ ot =0
lauten. Wirken nun auf ein Volumelement d ¥V die eingeprigten Krifte

EdV,ndV, tdV, so verlangt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen
in der Form der Multiplikatorenmethode

Slowton s suex 28 0m, 8 2.9 03, (5 4 )

fiir alle u, v, w, wobei die X, dV usw. die erforderlichen 6 Multiplika-
toren sind. Umformung mittels partieller Integration ergibt nun



Uber ein Prinzip der Befreiung bei Lagrange. 65

1. die Oberflichenbedingungen
X, cos (v, z) + X, cos (v, ) + Z, cos (v,2) =0

usw. Wir haben dabei zuniichst angenommen, daB eingepriigte Ober-
fliichenkrifte nicht vorhanden seien. Im Sinne des Lagrangeschen Ge-
dankenganges soll ja die Notwendigkeit der flichenhaft verteilten Krifte
erst dargetan werden. Ist das jetzt geschehen, so kann man hinterher
leicht eingeprigte Oberflichenkriifte zulassen.

2. die Gleichungen im Inneren

00Xz 00X 0Zx
8= % ~ oy 2 =0
usw.

Das Befreiungsprinzip sagt jetzt aus, daB fiir ein ganz beliebiges,
freies System dieselben Gleichungen gelten, und daB dabei die X, X,
reale Krifte sind, und zwar nach 1. (genauer gesagt, nach dem ent-
sprechenden Oberflichenintegral, welches eine Arbeit darstellt) flichen-
haft verteilte Kréfte, welche durch die physikalische Beschaffenheit des
Systems und seine Deformationen eindeutig gegeben sind.

Wie man sieht, ergibt sich das allgemeine Prinzip der Symmetrie
der Spannungsdyade von selbst. (Man definiere Y, = X, Z, =7Y,, X, = Z,.
Aus 1. folgt dann der Charakter als Dyade.)

Der Lagrangesche Weg erweist sich also als die direkte Umkehrung
des ersten Weges. Beide sind gleich allgemein, aber fassen die Mechanik
an entgegengesetzten Enden an. Der Lagrangesche Weg geht von sehr
allgemeinen Begriffen und Grundséitzen aus und entwickelt daraus erst
ihren konkreten Inhalt, der erste Weg stellt den zwar allgemeinen, aber
anschaulichen Begriff der Spannung an den Anfang, der bei Lagrange
an den SchluB gehdrt. Dagegen fiihrt der erste Weg erst am Ende zu
den Lagrangeschen Idealsystemen und zum Prinzip der virtuellen Arbeiten.
Aber beide Wege behandeln die ganze Mechanik nach einheitlichen
Gesichtspunkten.?)

1) DaB Lagrange wohl der erste gewesen ist, dem es gelungen ist, die Hy-
dromechanik mit denselben Methoden wie die Mechanik der Punkte und starren
Korper zu behandeln, bemerkt schon Diihring in seiner Geschichte der Mechanik.
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