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Ein allgemeiner Endlichkeitssatz der Hydrodynamik.
Von :
Eberhard Hopf in Leipzig.

Im folgenden wird eine zihe inkompressible Flissigkeit betrachtet. Sie
wird, obwohl das nicht wesentlich ist, als homogen vorausgesetzt. Sie erfiille
ein beschrianktes Gebiet & = ® (¢) des Raumes, dessen Rand R = R(¢) aus
endlich vielen geschlossenen, in irgendwie vorgeschriebener Weise starr be-
wegten Flachen R, besteht (bewegte starre Korper in einem bewegten, fliissig-
keitserfiillten Gtefdfl). Die verschiedenen R, sollen dabei eine positive Mindest-
distanz 6 voneinander wahren. Die Flichen werden als viermal stetig differen-
zierbar angenommen. Awuf R soll die Geschwindigkeit stetig in die des Randes
iibergehen (die Fliissigkeit haftet an der Wand). Wir setzen zunichst voraus,
dafl auf die Fliissigkeit keine fuBere Massenkraft wirkt.

Hauptvoraussetzung. Dreh- und Translationsgeschwindighkest jeder
der starr bewegten Ramdflichen sowie ihre ersten Zeitablestungen ( Beschleuni-
qungen) seien stetig und fir alle Zeiten absolut unter einer festen Schranke o
gelegen?).

Mit z = (21, %, z3)sind im folgénden die Punkte in &, mit u = u{(z, ¢),
u = (Ug, Ug, U3), %; = U,(T3, s, %3,8) die Geschwindigkeiten der Fliissig-
keitsteilchen bezeichnet. Wir machen von der Vereinbarung, iiber einen Term
zu summieren, Gebrauch, wenn in demselben ein Index doppelt auftritt.
Wir setzen

K@ = %j’j:l'u,ui dV; dV =dz,dzsd s,
&

fiir die kinetische Energie und
TS
P= fzdz, T =T = m o duigy.
¢ 6@

Unter den obigen Voraussetzungen wird in dieser Arbeit ein Endlichkeits-
satz fiir die Fliissigkeitsbewegungen (§ 1) bewiesen. Eine Folgerung aus ihm
ist der

Satz. Es lassen sich zwei Schranken »*, o* angeben, welche ausschlieflich
von der Beschaffenheit der Randflichen, von 0, o) und vom Zihigheitskoeffizienten

1) Wir nehmen auBlerdem an, da & (¢) in einer festen Kugel des Raumes verbleibt.
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u > O abhingen, derart, daf bei einer beliebigen Fliissigheitsbewequng u (x, t)
in ® (&) von einem passenden Moment ab stéts

K <a* I <p*
gilt.

Der Endlichkeitssatz ist ein universelles Theorem der Hydromechanik.
Er muB mutatis mutandis auch bei anderen hydrodynamischen Problem-
anordnungen gelten, wofern eine der obigen Hauptvoraussetzung analoge
Voraussetzung erfiillt ist. Im folgenden (§ 4) wird er auch fiir die Strémung
in einem unendlichen Kanal bewiesen, unter der Voraussetzung, daf der
Querschnittsfluf Q (t) und dQ (t)/dt beschrinki sind. Der Satz bleibt bestehen,
wenn auf die Fliissigkeitsteile eine duffere Massenkraft X (z,1), X = (X;,X,, X5;)
wirkt, vorausgeseizt, daf

f[f xeav
fiir alle t beschrankt bleibt.

Die Bedeutung des Endlichkeitssatzes fiir die Hydrodynamik im
Groflen, die Lehre vom Stromungsverlauf fiir £ — oo, liegt auf der Hand.
Der Satz leistet hier Ahnliches wie das Energieintegral mit geschlossenen
Energieflichen bei einem konservativen System. Im Gebiete K < %, I < o
des Phasenraumes muf sich schlieBlich das hydrodynamische Geschehen ab-
spielen. In diesem Gebiete miissen insbesondere die stabilen Mannigfaltig-
keiten von Zentralbewegungen enthalten sein, welche den in der Natur vor-
wiegend beobachteten Strémungen der Fliissigkeit entsprechen, und deren
Bestimmung als wichtigstes Problem der Hydromechanik anzusehen ist.

Die durch den Beweis gelieferten Schranken x, o wachsen, als Funktionen
von y allein betrachtet, fiir x4 — O iiber alle Grenzen. Dies diirfte im Wesen
der Sache liegen. Fiir die ideale Flussigkeit (4 = O) ist auch das Bestehen
eines analogen Satzes nicht zu erwarten.

§1.
Der Endlichkeitssatz. Erster Teil des Beweises.

Mit b (z,t), b = (b1, ha, b3), b, = hy(2y, T2, 23, 1), sel ein Vektorfeld
in G (f) mit folgenden Eigenschaften bezeichnet. Die #-Ableitungen erster
und die 2-Ableitungen erster und zweiter Ordnung seien stetige Funktionen
von z, ¢, und zwar in dem von & (¢) erzeugten Raumzeitgebiete ¢ = 0, und
auf seinem Rande. § soll dieselben linearen Bedingungen wie u befriedigen, d. h.
(1.1) divh=2k o

*in G und die Bedingung des Haftens auf R (z).
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Endlichkeitssatz. Es lassen sich ein Feld ¥ (x, 1) und zwei Schranken
%, o mit folgenden Eigenschaften angeben. B, x, o hingen ausschlieplich von der
Beschaffenheit der Randflichen, von 8, v und u ab. -h;, 0h,[0x,, 0h, [0t sind
beschrinkte Funktionen von x, t. Fir eine beliebige Fliissigkeitssiromung in
® (t) gibt es emnen Moment, von dem ab stets
(1.2) Ku-—bhy<= Iu—h <p
gilt. Gilt die erste dieser Ungleichungen n trgendeinem Zestpunkt, so gelien sie
und die zweite Ungleichung von ihm ab douernd.

Der in der Einleitung formulierte schwiichere Satz folgt hieraus, aus den
Dreiecksungleichungen

(1.3) VEW = VE®) +VE@—1b), VTw=Vig) +VIa-b
und aus der Beschrinktheit der Zeitfunktionen K (b) und I (p).

Erster Teil des Beweises2). Die Geschwindigkeit u (z,?) geniigt
m ® der Bedingung

+

(1. 4) divu=2%_o

dxz,
und den Navier-Stokes-Gleichungen

(1.5) ‘%ﬁ+u,g_’;§:§%+,¢4m; i=1,2,3,
wo u > 0 den kinematischen Zahigkeitskoeffizienten der Fliissigkeit bedeutet.
Wir stellen an die Losung u (2, t), ¢ = 0, im folgenden dieselben Anforderungen
hinsichtlich Differenzierbarkeit und Stetigkeit wie am Anfang dieses Para-
graphen an b (z,?)3). Der Druck p (z,?) sei in & eindeutig.

p = u — b erfiillt dann die homogenen linearen Bedingungen, welche
zu den fiir u (und b) vorgeschriebenen linearen Bedingungen gehéren,

(1. 6) divp=0 m6
und
17 p=0 auf R,

2} Die fiir den Beweis notigen Uberlegungen finden sich im wesentlichen schon in
der folgenden Arbeit. J. Leray, Etude de diverses équations intégrales mon linéaires et”
de quelques problémes que pose I’ Hydrodynamique. Journ. de Math. 12 (1933), S. 1—82,
Vgl. insbesondere S.21—47. Der Verf. verfolgt mit ihnen jedoch ein viel engeres Ziel,
namlich die Bestimmung von Schranken von K und I fiir stationare Stromungen in
einem festen Gebiet &, auf dessen Rand u = u (x) vorgeschrieben ist.

3y Der zweckmafBigste mathematische Begriff der Flissigkeitsstrénfung muB,
wie die Untersuchungen von Leray zeigen, zweifellos weiter gefa8t werden. Die Durch-
fithrung des Beweises auf Grund desselben kann aber erst dann geschehen, wenn diese
wichtigen Arbeiten abgeschlossen sind.
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und befriedigt in & die Gleichungen

(L8 du_u,

Bv,
Y 3y
- _ap ahz th 3hz
= ﬂ;——ﬂvé;;{—[tlj'vi — W‘“}lva—x:'i‘:udki'

Die Zeitableitung von

-

K () = u-f))r-%gjfvv,dV

@

kann mit Riicksicht auf die Strémungsinvarianz von dV durch substantielles
Differenzieren hinter dem Integralzeichen gebildet werden. Setzt man dann
(1. 8) ein und integriert man unter Beachtung von (1.7) und (1. 6) in zwei
Termen partiell, so ergibt sich die ,,Energiegleichung®

dK (n)

(1.9) = Q) — pI(v) + L(v),

wo ¢ und I quadratische Formen in v sind,

(1.10) e = — [[[ oo ghar
6

(I siebe Einleitung), und

(1/11) L(v) = -(Hvi(%f”;jthv%—udhg)df’
1.

, eine Linearform in v darstellt. K und 7 sind positiv definit.

In dem Spezialfalle eines festen Gebietes &, u = 0 auf &, ist alles trivial.
Die kinetische Energie wird allmahlich durch die Reibung aufgezehrt. Man
kann § = 0, alse @ = L = 0 wihlen und man entnimmt dem Beweise am
SchluB von § 2, da » und ¢ beliebig klein angesetzt werden konnen. Es ist
aber ganz aligemein richtig, daB soviel von K durch Reibung aufgezehrt wird,
daB nur ein a priori angebbarer Hochstteil itbrighleiben kann. In § 2 wird
gezeigt, daBl das Hilfsfeld b (z, t) so gewahlt werden kann, da8 k;, dk,/0t,
Oh;jox,, Ak, beschrinkte Funktionen von z, ¢ sind, und daB die quadratische
Form @ — I negativ definit wird. Die Behauptung betreffs K wird sich dann
aus (1. 9) ergeben, und daraus, da8 fiir groes K die Linearform L unwesent-
lich wird.
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§2.
Die Leraysche Ungleichung. Das Hilfsfeld.

Fiir eine beliebige, in ® einmal stetig derivierbare, in & + R stetige und
auf R verschwindende Funktion » (#) gilt die Leraysche Ungleichung4)

(2.1) Hj(f—fdvs_ojﬁgjj 2o av,
® 6

wo mit s = s () die Entfernung des Punktes z vom Rande R bezeichnet ist,
und wo die Konstante C nur von der Beschaffenheit der Randflichen und von é
abhingt (also nicht von ).

Beweis. Fiir jede in 0 < s < o stiickweise stetig differenzierbare
Funktion 7 (s) mit f (0) = 0 gilt

2.2) T as < 4 | (r ()2 ds.
[ o]

Dies folgt durch partielle Integration links
a
2 (a 8) o
~LO 4 2 {1 (as
- v

und durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf das neue Integral.
An der Stelle s = 0 ist die Existenz von f’(s) entbehrlich, und es geniigt die
Stetigkeit von f (s). Man erkennt dies, wenn man links in (2. 2) im Nenner
s -+ & statt s schreibt und nach Durchfiihrung ¢ — 0 gehen 146t.

Hier und im folgenden sei mit 6, = ®,(¢) die Menge derjenigen Punkte
von G () bezeichnet, deren Entfernung s vom Rande < a ist. Wir rechnen alle
Randpunkte zu &, hinzu. Wegen der iiber den Rand gemachten Voraus-
setzungen kann ¢ > O fiir alle ¢ so gewahlt werden, daf jeder Punkt von &, .
ein und nur ein Lot der Linge s < & auf R besitzt. Das Volumenelement
in ®, kann in der Form

@. 3) avV =kdods

geschrieben werden, wo do das Flichenelement der FuBpunkte auf R bedeutet,
und wo k zwischen positiven Grenzen y, I" variiert. Die Ungleichung (2. 1)
ergibt sich nun fiir das Gebiet 6, leicht aus (2. 2) mit Hilfe von (2. 3),C = 4I'fy.

" 8 sei nun ein Kugelschalengebiet mit festen (von ¢ unabhingigen) Ab-
messungen, welches 6 im Innern enthilt und mit der suBeren Randfliche

4y Vgl. Leray, L. e. 2), S.38.



Ein Endlichkeitssatz der Hydrodynamik. 769

von % starr verbunden ist. Man setze » durch » = 0 in & —  hinein fort.
Durch Anwendung von (2. 1) auf das Gebiet & ergibt sich leicht

. dv 9
(2.4) J.j‘{@zdt]§01$“~§5—£:‘§-%dv,
& 6

»*
wo die Konstante C; nur vom Durchmesser der duBeren Randfliche, also des
Gebietes ®, abhingt. Aus (2. 4) folgt, was spiter von Nutzen ist,

@. 5) K (v) < 0, I (v).

Durch Kombination von (2. 1), mit 6, statt ®, und (2. 4) ergibt sich (2. 1)
leicht fiir ganz .

Konstruktion des Feldes h5). Fiir den Beweis des Endlichkeits-
satzes ist es entscheidend, daf fiir beliebig vorgegebenes ¢ > 0 b (z, t) so ge-
bildet werden kann, dafl fiir alle z und ¢

|ah;

(2-6) 32, <¢ 52

ausfallt; s ist wie oben der Abstand von z von R. Gleichzeitig bleiben
\0h, oh,

(2.7 [P 5 | 5z, LA Ry, -y

unter festen, von z, ¢ unabhiingigen Schranken. Wir werden fiir diese GroBen
Schranken der Form

’ C
(2.7 (C + eCs)exp 3
erhalten, wo die C, ausschliefilich von der Beschaffenheit der Randflichen
und von 8, o abhiingen (also nicht von &).

Beweis. Die auf R = R () vorgeschriebene Geschwindigkeit der Wand

188% sich in der Form
2.8) u = rot g auf R

schreiben, wo q = g (%, #) ein in G,(t) folgendermafen definiertes Vektorfeld
ist. Die Geschwindigkeit der starr bewegten Randfliche R, ist

2.9 - u=zxXxa+b,

(x = Ortsvektor z), wo a;(t) die Dreh- und b, (¢) die Translationsgeschwindig-
keit bedeuten. Man rechnet leicht aus, daf (2.9) gleich rot von

(2.10) 3 (—2%a; +3x XB))

ist. Definiert man q durch (2. 10) in dem an R; angrenzenden Teile von G,,
so gilt (2. 8). Nach der Hauptvoraussetzung sind die Ableitungen der Kom-

5) In dem von Leray, L c. 2), S.40, 43, 44 angestellten Betrachtungen ist der
Grundgedanke bereits implizit enthalten.
Maghematische Annalen. 117, 50
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ponenten ¢; nach z und ¢, nach ¢ hochstens einmal genommen, absolut unter
festen Schranken const - & gelegen.

@ (m 1) sei nun eine skalare Funktion in & +R derart, daB ¢, ¢, ¢!’ ,
Praz> Pi> Py 0 dem von & (f) erzeugten Raumzeitgebiete und auf seinem
Rande stetig sind. Sie geniige den Bedingungen

A) ¢=1, ¢, =0auf R
B) ¢ =0in 6 — G,.
Das Feld
(2.11) b = rot ¢q

erfiillt dann simtliche, im ersten Absatz von § 1 an b gestellten Forderungen.
Wegen div rot = 0 gilt (1. 1), und wegen A) geniigt § auf R der Haftbedingung.
AuBlerdem gilth = 0in & — G,. Wir wihlen ¢ in der Form ¢ (s), wo s wie
oben den Abstand des Punktes  von R bedeutet. ¢ (s) sei fiir alle s = 0
mit stetigem ¢’ versehen und erfiille die Bedingungen

A) 90 =1, ¢'(0) =0,
B) ¢(s)=0,s=a.

Um zu zeigen, daBl ¢ (z,t) = ¢ (s (%, ?)) allen obigen Forderungen geniigt,
braucht man nur zu zeigen, daB s (z,¢) die von ¢ verlangten Eigenschaften
der stetigen Derivierbarkeit in dem von 6, () erzeugten Raumzeitgebiet und
auf seinem Rand besitzt.

Nach Voraussetzung hingen anf R die z;(x, f) viermal stetig derivierbar
von gewissen Parametern a, § ab. Die Koordinaten z,, z,, 3 eines Punktes
in ®, sind also dreimal stetig nach «, §, s derivierbar. Da nach (2) die Funk-
tionaldeterminante k VEG — F2 < 0 ist, gilt Analoges von den Umkehr-
funktionen, also von s (2, t) bei festem ¢. In einem mit der betrachteten Rand-
flache R, starr verbundenen y-Bezugssystem ist nun s = s (y), wobei die 2
inhomogene lineare Funktionen der y, sind, deren Koeffizienten, nach ¢
differenziert, Komponenten von a;(¢) und b;(¢) sind. Daraus folgt die Be-
hauptung beziiglich s (2, §). Gleichzeitig erkennt man mit Riicksicht auf die
Hauptvoraussetzung, da die Grofen (2. 7) fiir alle z, ¢ beschriankt sind.

Wir setzen nun

{(2.12) ols) = L A——
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0 << 9 < 1. Dabei sei y (s), s = 0, eine feste Funktion mit stetigem ¢’
und mit den Eigenschaften A’) und B), z. B.

fiA

s2\4
(2' 13) w(s) = {(1 - 55) » § a,

0 , §=a.

@ (s) besitzt dann offenbar dieselben Eigenschaften. Man findet ferner

1 ${9
1 2 1
1*5.551]’ p'i——jﬂw (0)d0a

IOg—;’;- 3 log—5 s
also
(2. 14) 9" (s)] < es72,
wenn
(2.15) & = j {y” (0)|do

.90

gesetzt wird. Zu beliebigem & > 0 wird durch (2. 15) ein J < 1 bestimmt,.
Aus (2.14) folgt |@'| < es7i. Auflerdem ist 0 < ¢ < 1. Wegen (2.11)
ergibt sich hieraus (2. 8) bis auf einen konstanten Faktor 4 (o, 8), den man
beseitigen kann, wenn man ihn schon in (2. 15) beriicksichtigt.

Formt man die durch Differenzieren von (2.12) erhaltenen Integrale
nicht um, so erhilt man direkt die Abschatzungen

’ A 7 A 274 A
l¢'] < ‘1,1¢'I<2121,I¢l<31 T
MOgT&' 190g-?—9_- z?og19

s = 0, wo die 4, nur von @, d. h. nur von 6 abhingen konnen. Driickt man ¢
vermége (2. 15) durch ¢ aus, so ergeben sich wegen (2. 11) leicht Schranken
der Form (2. 7) fiir (2. 7).

Anmerkung. Im Sonderfalle, wo das Gebiet  (f) dauernd sich selbst
kongruent bleibt, kommt man viel leichter zu einem brauchbaren Felde b.
Man betrachte etwa den Fall, wo ein Rotationskorper in einem festen Geéfa
um eine feste Achse rotiert; R, sei die Oberfliche des Korpers. Legt man den
Nullpunkt auf die Achse, so ist die Geschwindigkeit auf R; gleich x X a, wo
a (t) sich selbst parallel bleibt. Mit Hilfe einer mit stetigem v’ versehenen
festen Funktion % (s), s = 0, mit den Eigenschaften 9 (0) =1; 9 =10,
s = 1, setze man

b = yp(sfe) x Xaq,
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s = Abstand von R,;. Da fiir s < ¢ die Stromlinien des momentanen Feldes
Rotationskreise sind und die Geschwindigkeit auf ihnen tangential und kon-
stant ist, gilt divh = 0. Man findet

2.16) il e, s<e D=0, sze
Auflerdem ergibt sich fiir ¢ < 1
2.17) hl <€ %M o<y Ak < Che.

§ 3.
Schluf des Beweises.

Wegen X |v,0,| < 3v,v, folgt aus der Lerayschen Ungleichung (2.1)
aus (1.10) und (2. 6)

(3.1) 1Q®)| <3CsI ()

Aus (1. 11) und (2. 7) in Verbindung mit den Schranken (2. 7’) folgt wegen der
Schwarzschen Ungleichung

(3.2) |L(v)| < B-VK (v)
mit
(3.3) B = (Cs+ Coe)exp 2,

wo von den Konstanten C, gleiches gilt wie frither (¢ < 4). Setztmane = pu/6C, "
so ergibt sich aus (1. 9) die fundameniale Differentialungleichung

(3.4) < — L1w+ BVK @)
welcher jede mogliche Stromung der Flissigkeit in & (t) gendigen mufp.
Aus-(2. 5) folgt
dK

P —

Begzeichnet man mit denjénigen Wert von K, fiir welchen der zweite Term
gleich der Halfte des ersten wird,

637 e 7O T e,

s¢ folgt, daB fiir K = » stets

' iK n
<56 X
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gilt, K also exponentiell abnimmt. Damit ist der auf K beziigliche Teil des

t+1

Endlichkeitssatzes bewiesen. Die Behauptung betreffs I — 5 Idt folgt

t
dann sofort aus (3.4) durch Integration. Es ergibt sich

4x+2B-V=x
o = PEIEE
Fiir kleine y sind log «, log ¢ von der GroBenordnung p~*. Fiir groBe x4 bleiben
%, o beschrankts).

Anmerkung. Fir den in der Anmerkung von §2 erwihnten Sonderfall
findet man ein x, das fiir © — O nur algebraisch unendlich wird. Man wende
(2. 1) auf das Gebiet s < ¢ an und ersetze s durch ¢ links i1 Nenner. Dann
ergibt sich aus (2. 16) und (2. 17) fiir ¢ = u/6 CC’ ein x ~ u~6. Schafft man
in (1. 11) durch partielle Integration die zweiten Ableitungen von %, heraus,
so erhilt man sogar » ~ u~4

Genau dasselbe gilt von der in § 4 betrachteten Kanalstromung, wenn
der Kanal durch eine kontinuierliche Gruppe von Bewegungen in sich iiber-
geht (zylindrischer oder schraubenférmiger Kanal).

§ 4.
xErweiterungen. Andere Probleme.

AuBere Kraft. Das Auftreten einer duBeren Massenkraft X (z,¢):
X, (21, %o, 23, 8), 2 = 1, 2, 3, andert nichts am Schlul, wofern

| é;j' X2dV

fiir alle t unter einer festen Schranke bleibt. Sie liefert nur einen Beitrag zur
Linearform L (v) in (1. 9).

Kanalstréomung. Die Flissigkeit stréme durch einen unendlich langen
rubenden Kanal und hafte an der Wand (u = 0 auf R). Wir nehmen an, da$
die Randflache in der Form r = 7 («, 2) darstellbar ist, wo r > 0, «, z Zylinder-
koordinaten bedeuten (r hat die Periode 2x in «). Um ein Problem mit

8) Fiir hinreichend groBie yu gibt es vermutlich nur eine Stromung in dem Sinne,
daf far irgend zwei Stromungen 1, (2, £) und u,(z, #) stets K (1, — u,} — 0 firt - oc
gilt. Im Falle der in § 4 betrachteten Kanalstrémung, insbesondere im zylindrischen
Kanal, ist das wohlbekannt und leicht aus der Energiegleichung herzuleiten, indem man
fir j die stationdre Losung einsetzt.

Bei abnehmendem 4 treten kompliziertere mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten
im Phasenraum auf, auf welche sich die Bewegungen fiix # - oc konzentrieren. Sie
entsprechen den turbulenten Stromungen der Fliissigkeit.
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endlichem Grundgebjet zn erhalten, setzen wir Kanal und Strémung als
periodisch in der z-Richtung voraus,

r{a, 2 + Py=17(«, 2)
und
u(r, a, 2+ P, ty=u(r, a, 2, t).

Das Problem der Stromung bei vorgegebener Anfangs-Geschwindigkeits-
verteilung wird erst dann ein bestimmtes, wenn auch.der Querschnittsflu
1) Q=Q® = [[ wdo
z = const

als Funktion von ¢ vorgeschrieben ist; denn der Periodizitdtsmodul des Druckes
(mittleres Druckgefille in der z-Richtung) geht als Unbekannte ein.

Voraussetzung. @, dQ/dt sind beschrinkte Funktionen von .

Zur Ubertragung des Beweises mu3 man vom Hilfsfelde'}) auBer der Er-
filllang der Rand-, Periodizitits- und Divergenzbedingung auch

(4.2) ‘ QW= [f ndo .
2z == CONSt .
verlangen. Bei der Herleitung von (1.9) verschwindet dann wegen
I v,do =0 v
z == const -

wie vorher der Term E
. op
f j j 0224V,
&
wo & ein festes Periodenstiick 0 < z < P des Kanals bedeutet. (1.9) gilt
also mit dieser Magabe unverindert.

Die Konstruktion von b (z,t) geht nun genau so von statten wie oben,
nur daf diesmal

Q)
9=3%.

mit der Zylinderkoordinate « = a (#;, %3, ¥3) gewidhlt wird. Wieder wird

grad o ) ¢

b (2, 2) = rot @q

mit genau so gebildetem ¢ = @ (s) gesetzt. Wegen rot grad = O und ¢’ (0) = 0
ist h = 0 auf R. Es gilt aber auch (4. 2). Nach dem Stokesschen Integralsatz
ist nimlich das Integral gleich der Zirkulation des Vektors ¢q = q (¢ = 1
auf R) lings der Randlinie des Querschnitts, also gleich @ (¢)/2 7 mal § da,
w.z. b.w. : ;

" Die Zeit t kommt hier in b nur im Faktor @ (¢) vor. Unter Beriicksichtigung
der obigen Voraussetzung kann nunmehr der Beweis des Schrankensatzes
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genau so wie vorher zu Ende gefiihrt werden. Die Schranken », ¢ hingen hier
ebenso von u ab wie oben.

Andere Varianten. Unter Verzicht auf genauere Ausfithrung der
Einzelheiten sei schlieBlich auf die Moglichkeit hingewiesen, den Schranken-
satz fiir die folgenden Problemvarianten zu beweisen.

Es diirfen die BRandflichen Kanten oder Ecken besitzen. Auch ist
die Voraussetzung eines positiven Minimaldbstandes der Randflichen von-
einander im ersten oben betrachteten Modell unwesentlich. Sie ist bei
den bekannten Versuchsanordnungen auch nicht erfiillt. Man halte sich
vor Augen, in welcher Weise die vorgeschriebene Bewegung der inneren Rand-
flichen relativ zur duBeren praktisch verwirklicht wird. Es treten dann auf
dem Rande R Kanten auf, bei deren Uberschreitung die Randwerte von u
einen Sprung machen. Ein Modell dieser Art wird auch durch ein in zylin-
drische Schifte ausmiindendes, fliissigkeitserfiilltes Gefi mit Kolben in den-
selben, welche vorgeschricbene Bewegungen ausfithren, dargestellt. Der
Endlichkeitssatz bleibt bestehen, wenn die Behauptung der Beschrinktheit
von 0hk,/0x, als Funktion von z, ¢ durch eine weitere ersetzt wird. Infolge
jenes Sprunges ist hier immer I (u) = I () = co. Die in der Einleitung
erwihnte Folgerung gilt also nur beziiglich XK.
~ “Das Gebiet & darf ferner den unendlich fernen Punkt enthalten; die
Fliissigkeit moge dort ruhen. Auch diirfen punkt- und Iinienhafte Quellen
auftreten. Auch hier gilt mutatis mutandis der Endlichkeitssatz. Da im
letzteren Falle stets K (u) = K (b) = oo ist, gilt der Satz der Einleitung nicht.

(Eingegangen am 21. 9. 1940.)
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