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Sollution Effects of the Ritz Method 

Summary. Discussed is the Ritz-method for a Sturm-Liouville problem with one 
singular boundary point. I t  is shown that the error locally admits the expansion 

e ~ ~hY2 + 0  (h n+l) 

with n being the degree of the spline subspaces used. y~ is a special solution of the 
homogeneous differential equation. Depending on the data uh may be of order h 1+8 
with e > 0 arbitrary small and zh cannot be eliminated by extrapolation. 

0. Einffihrung 

Von verschiedenen Autoren wurde der EinfluB der Regularit/it des Randes auf 
die Konvergenz von Differenzen-Approximationen fiir elliptische Randwertpro- 
bleme untersucht --  vgl. z.B. Laasonen [18--20], Veidinger [30--32], Volkov [33] 
und fiir das entsprechende Eigenwertproblem Bramble-Hubbard [6], Forsythe 
[15] und Reid-Walsh [28]. I m  typischen Fall eines L-fSrmigen Gebietes ist der 
Fehler der L6sung vonde r  Ordnung h */a und der der Eigenwerte von h 418. Dasselbe 
Ph/inomen tr i t t  bei der Methode der finiten Elelnente auf, wie in Babuska [2] und 
Oganesj an-Ruhovec I26] gezeigt wird. Der Vollst/indigkeit halber seien die Arbeiten 
Babuska [t], Babuska-Kellogg [3], Babuska-Rosenzweig [4] und Fix [t4] genannt, 
in denen verschiedene Modifikationen zur Verbesserung der Konvergenz der 
Methode der finiten Elemente angegeben sind. 

Eine gewisse Analogie besteht im Fall singul~trer Randwert-Probleme fiir ge- 
w6hnliche Differentialgleichungen. I m  Hinblick auf Differenzen-Verfahren vgl. 
dazu Baglnut [5], Jamet  [16], Natterer [21, 22] und im Hinblick auf die Methoden 
der finiten Elemente Ciarlet-Natterer-Varga [7], Crouzeix-Thomas [8] und Daily- 
Pierce [9]. 

Es erscheint von besonderem Interesse, in welcher Weise der Rand oder eine 
Singularit/it die Approximation beeinfluBt, d.h. ob der EinfluB auf die unmittel- 
bare Umgebung eines kritischen Punktes beschr/inkt ist oder aber Auswirkungen in 
dem gesamten Gebiet auftreten. In der vorliegenden Arbeit behandeln wir die 
Frage ftir singul/ire Randwertprobleme 

L y=- - (p  y')' +q y = ]  in (0 ,1 ) ,  

y(O)----y(l)----0 

* Die Arbeit entstand w~hrend eines Gastaufenthalts am Mathematical Research 
Center, University of Madison, U. S. A. 
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mit dem Verhalten 
P ( x ) ~ x  ~, q ( x ) ~ T x  ~-~ ( ~ , r > 0 )  

bei x = 0 .  Wie sich herausstellt, hat der Fehler e h : y - - y  h zwischen der exakten 
L6sung y und der Ritz-Approximation Yh ESh das Verhalten 

eh ~-, ~h y~+O (h"+t), 

die Approximations-R~iume S h sind dabei Splines vom Grade n. Y2 ist eine L6sung 
der homogenen Differentialgleichung L y =  O, welche die Randbedingung bei x = t  
erftillt. Im Abschnitt 5 w~rd gezeigt, dab im allgemeinen eine Elimination des St6r- 
gliedes ~hYz durch Extrapolation nicht m6glich ist, welches, je nach Problem, z.B. 
yon der Gr6Benordnung h 1+* sein kann. Einige Zahlenbeispiele sind in Abschnitt 4 
zusalnmengestellt. 

Im Falle yon Differentialoperatoren h6herer Ordnung oder Singularitiiten an 
beiden Randpunkten erg~ibe sich entsprechend 

N 

eh'~ Y, ~e~l ylo+O (h"+l). 
1 

An anderer Stelle soll gezeigt werden, dab eine solche Darstellung des Fehlers auch 
im FaUe elliptischer Randwertprobleme in mehr als einer Dimension gilt. 

Das wesentliche Hilfsmittel sind gewisse Approximations-Eigenschaften der 
bentitzten finiten Elemente, d.h. der Teilr~iume S h. Sie w-arden erstmals in Nitsche 
[23], Nitsche-Schatz [24, 25] eingefiihrt und bei der Untersuchung der lokalen 
Konvergenz von Projektions-Methoden herangezogen. Hervorgehoben sei die 
folgende Annahme: 

Sei 03 eine fest gewiihlte C~176 Zu j edem F E S h existiert ein Z E Sh, welches 
die Funktion 03 9 gem~iB 

1103 11---< h II II 
approximiert. 

Diese Eigenschaft yon Splines findet sich implizite bei Kammerer-Redelin [t 71 
und Schultz [29]. Es sei auch auf die neueren Arbeiten Descloux [10], Dupont- 
Wahlbin [t 1 ], Douglas-Dupont-Wahlbin [12], Douglas-Dupont-Wheeler [13] und 
RachfordoWheeler [271 hingewiesen. 

1. Das Sturm-Liouvil le-Problem 

Mit H k (I') werde der Sobolev-Raum der Funktionen mit quadratisch-integrier- 
baren Ableitungen bis zur Ordnung k und mit 

die Norm in Hh (I') bezeiehnet. Im Falle I '  = I : = ( 0 ,  t) schreiben wir auch II. I1 , Die 
Bedeutung yon O,  C~', H~ usw. ist wie tiblich. 

Wir betraehten das Randwert-Problem 

L y = - - ( p y ' ) ' + q y = /  in I, 
y (0) ----y (t) = 0 (2) 
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bei den folgenden Voraussetzungen : 

(i) p, qEC~176 
(ii) p > 0 ,  q>~0 in (0, t ] ,  

(iii) x -~ p (x), x 2-~ q (x) sind analytisch bei x = 0 mit  ~ > 0 und 

lim x-~ p (x) =l, 
, 4  (3) 

lira x ~-~ q (x) = ~  > 0. 

Der Differential-Operator L i s t  bei x ~  0 vom Fuehsschen Typ.  

rl,~----(l - -  cr i ] /7+(1 - - ~ ) ~  (4) 

sind die NuUsteUen der charakteristischen Gleichung, und es gibt zwei linear unab- 
h~ngige LSsungen von Ly----0 mit dem Verhalten Yi ~ x" bei x = 0 .  Wegen V > 0 
gilt r~< 0 <  rl, d.h. abgesehen von einem Fak tor  gibt es genau eine bei x =  0 ver- 
schwindende LSsung der homogenen Diiterentialgleichung. Im folgenden soUen 
Yx, Y2 zwei Funkt ionen sein gem/iB 

Lyx=Ly2-----O in I ,  

yx(0) = y 2  (t)----0, (5) 

wobei die Normierung entsprechend 

p (x) {y'~ Y2--Yx Y~} (x) ----t (6) 
gew/ihlt ist. Nahe x = 0 gilt 

mit  geeigneten Konstanten  c x, c v 

Unter  Heranziehung der Funkt ionen Yi l~il3t sich die LSsung des Problems (2) 
durch 

X �9 

Y =L-~  ] =Yx (x) f Y2 (t) / d t +y~ (x) f Yx (t) / d t (8) 
x 0 

darsteUen. Die Ableitung 1ABt sich durch 

1 1 x x 

[y'(x)l~_2iy'~(x)i~fy~dsf/~dt+2lY'~(x)lZfy~dsy/~dt (9) 
x x 0 0 

absch/itzen. Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolgen erhalten wir 

f y " d x < 2  f/Zdt y~Z(x) f y~(s)dsdx+ f '2 _ y~ (x) fy~(s)dsdx  . (lO) 
I I x t 0 

Wegen (7) trod (4) ist der Fak tor  von ]2 bei x---- 0 und damit  in I beschr~nkt,  falls die 
Bedingung 

~ <  Min (1, 2 y + t / 2 )  ( i t )  
o 

erffillt ist. In diesem Falle besitzt  L -1 als Abbildung von H 0 = L  2 (I) in H x bzw. H x 
eine beschr/inkte Norm. Im  allgemeinen ist L-X:Ho-->H2 unbeschr/inkt, vgl. dazu 
Lemma 4 unten. 

2 0 *  



266 J.A. Nitsche 

Da x = 0 die einzige singul~re Stelle ist, ergibt sich unmit te lbar  

Lemma 1. Sei 11_(I ein Intervall  mi t  

d = d i s t  (0, 11) > 0 .  (12) 

Aus/EHk(I1)  n no(I  ) folgt y = L  -~ /EHk+2(I~) mit  

Die Kons tan te  c h/ingt nur yon p, q und yon dab .  

Im folgenden bentitzten wir  die Bezeichnung (u E H 0 = L~ (I)) 

supp'  (u) = U Ix, 1 ], (t 4) 
xE supp (u) 

d.h. supp' (u) ist das kleinste abgeschlossene Interval1 [s t ], so dab u (x )=  0 fast 
tiberall in (0, s gilt. 

Nun sei angenommen 
d(/) : = dist (0, supp' (/)) > 0. (t 5) 

Nach (8) ist dann ftir xqsupp '  (/) 

y(x)= { /  y2l dt} y~ (x). (16) 

Gilt nun darEber hinaus die Beziehung 

f y2(t) / dt=O, (17) 
I 

so verschwindet  y (x) ftir solche Argumente.  Das liefert 

Lemma 2. Unter  der Voraussetzung der Beziehung (17) gilt 

supp' (y) _( supp'  (/). (18) 

Die Kombinat ion der vorausgehenden Lemmata  ffihrt zu 

Lemma 3. Erfiillt die Funkt ion  ] E H k (I) die Beziehungen (t 5) und (t 7), so liegt die 
o 

L6sung y =L -~/in H~ (I) n Hk+ , (I) und es gilt 

IlYllk+2~ c It111, (19) 
mit  einer nur  von p, q und d([) abh/ingigen Kons tan ten  c. 

Die Regularit~it yon y bei x = 0 soll nicht in Einzelhei ten diskutiert  werden.Wir 
erw/ihnen nu t  

Lemma 4. Es bestehe die Beziehung (t 5) jedoch nicht  (t 7). Dann liegt y =L -1/ 
in H ,  ftir r <  r 1 + t / 2 .  Bei r > r 1+  1/2 gilt y CH,. 

Die Parameter  e, 7 lassen sich gem~iB (1t) und  4 ) ~ < 3 + 6 e  w~ihlen. Dann ist 
r 1 + t / 2 <  2. L -1 ist dann als Abbildung yon H o in H 2 nicht beschr~inkt. 

2. Ritz-Approximation, Spline-R/iume 

In Verbindung mi t  dem Ritzschen Verfahren ftir das Randwertproblem (2) 
spielt die Bil inearform 

a (u, v) = f (p u' v' + q  u v) dx (20) 
1 
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die zentrale Rolle. Da a (., .) positiv mad symmetrisch in C~ ist, wird durch 

II-II' = (u, 
eine Norm definiert. Wir bezeichnen mit H '  die Abschliel3ung von C~ bezfiglich 
dieser Norm. Dann gilt 

Lemma 5. H1 ist stetig in H '  eingebettet. 

Zum Beweis haben wir die Existenz einer Konstanten c zu zeigen, mit  der gilt 

Ilull'__<clIulll f t i r  u E / - t  1. (22) 

Das Glied {f  p u'2} ~/2 1/igt sich durch Ilu[[1 abscMtzen, da p beschr~inkt ist. Bei 

u ~ H~, ist 
x I g  x 

lu (x ) l '=  oLU'dt _ x f . ' , u t  (23) 
0 

und daher 
1 

f q u 2 d x =< f u'2 d t f x q (x) d x. (24) 
I I t 

Wegen der Voraussetzung (iii) v o n w  1 ist der Faktor  yon u '~ in der letzten Un- 
gleichung rechts beschr~inkt, so dab sich auch das zweite Glied in der ' -Norm durch 
die l -Norm abschRtzen 1/igt. 

Fa r  sp/itere Zwecke stellen wir noch eine Beziehung bereit, deren Beweis often- 
sichtlich ist. 

Lemma 6. Es sei I '  < I  mit  
d =  dist (0, I ' )  > 0. (25) 

Dann existiert eine nur yon p, q und d abh/ingige Konstante c derart, dab ftir alle 
u E H '  gilt 

II,lll ,,<__c 11,11' fiir uEH'. (26) 
o 

Jetzt  sei Sh ein endlich-dimensionaler Unterraum yon H a oder zumindest yon 
H' .  Die Ritz-N/iherung Yh =Rh Y E Sh der L6sung y yon (2) ist die beste Approxima- 
tion yon y dureh Elemente yon S h in bezug auf die Norm in H '  : 

IIY-Yh II'= Ily-z II'. (27) 

Yh ist auch durch 
a(yh, z)=(/,Z ) fiir zESh (28) 

charakterisiert, d.h. l~iBt sich aus p, q und ] allein berechnen. Wegen (/, Z) = a (y, Z) 
k6nnen wir auch die Beziehung 

a (y--yh, Z) = 0 fiir Z E S h (29) 

als Definition von yhES h verwenden. 

Die sich ergebenden Fehlerabsch/itzungen h/ingen wesentlich yon den Approxi- 
mations-Eigenschaften der bentitzten Teilr/iume ab. Wir wollen hier die folgende 
Annahme machen: 

Ftir jedes hE(O, 1) seien 

(i) eine endliehe Menge ,~h von offenen, in I enthaltenen Mengen, 
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o 

(ii) ein endlich-dimensionaler Teilraum S h ~ H x n H~ 

gegeben, die die noch folgenden vier Bedingungen erfiillen. Dabei bedeute ne ine  
natfirliche Zahl und q,  c2, r c~, Q numerische Konstanten. 

Eigenschafl 1. Zu jedem I '  ( I existiert ein JE,~h mit dist (I', J)<= c x h. 

Eigenscha]t 2. Ftir jedes J E~h und Z E Sh bestehen inverse Absch/itzungen der 
Gestalt 

C2 h-1 IM J (k=o,  1 . . . . .  
o 

Eigenscha[t 3. Jedes uE H1 n H,. mit m ~  n-t-I 1/iBt sich durch ein zESh mit 

dist (supp (u), supp (Z))~ c3 h 
gem~B 

ll.-zll  h ' - % k  (o___k<m) 
approximieren. 

Eigenscha/t 4. Es sei co eine feste C~ mit I i = s u p p  (co), und 12 ent- 
halte 11 echt. Die Funktion co Z mit z6Sh 1/iBt sich durch eine Funktion ~vES h mit 
supp (q~) ___I 2 gem/iB 

Ilco z -  ll - -< h"+X-hllz II-n 
approximieren. 

3. Fehleranalyse 

Erste Fehlerschranken ergeben sich mit Hilfe der Lemma 5 und 6: 
o 

Satz 1. Die LSsung y des Randwertproblems (2) liege in H 1 c~ H,~ mitm--< n +1,  
und Yh sei die zugehSrige Ritz-Approximation. Dann gilt 

[[y--y, [l' _--<c h'~-~[ly []~, (30) 

und in jedem Intervall I x mit d =  dist (0, I1) > 0 

[lY-- Yh [[1.z, ~ c h ~-x [[y lira. (31) 

Im Hinblick auf Lemma 4 kann der Index m selbst ftir glatte Funktionen [ 
klein sein, d.h. die Aussage des Satzes scheint schwach zu sein. Wie aber schon in 
der Einleitung hervorgehoben, beeinfluBt die Singularit~t bei x = 0 die Konvergenz- 
geschwindigkeit global und ebenso lokal. 

Um das Verhalten des Fehlers e = y - - y  h in einem Intervall I x ( ( I  zu unter- 
suchen, werden wir eine Abschneide-Funktion w, d.h. m E C~ (I), heranziehen und 
dann Y=co e in ganz I betrachten. Mit einem zweiten Intervall 12 entsprechend 
11 ( ( I  2 ( I  1/iBt sich co gem~ig O~ co (x) ~ 1 in I und 

{I0 Itir xEI1 co (x) = (32) 
ftir x eI--12 

w~hlen; wir sprechen dann yon einer Abschneide-Funktion in bezug auf I x, 12. Da 
wit ein St6rglied proportional zu Y2 --  siehe (5) --  erwarten, betrachten wir neben 
e, g parallel 

E~,=e--p y 2, ff~u=co E~, (pER). (33) 
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Die Zahl s = s  (e) E R sei so definiert, dab I1~o E s tl minimal wird: 

l~J = inf II#A. (34) 
Es ergibt sich 

---- { f  ~o2 Y2 e}/{f  o)' y~}. (35) 

Nach Definition berechnet sich z mit  Hilfe einer Abschneide-Funktion ~o, yon der g 
]edoch , ,nahezu" unabh~tngig ist: 

Lemma 7. Es seien ~o i ( i=  t, 2) zwei Abschneide-Funktionen in bezug auf 1(10, 
I~ ) und z i die entsprechenden Gr6Ben (35). Dann gilt 

I~-~=I ~ i,-lie II' (36) 

mit einer Konstanten c, die nur yon p, q und I(~ ), X~ ) abh~ingt. 

Mitc i = f m~ y~ gilt x i = c[ 1 f mr y2e und daher 

cx c2 (• z~) ~ f e (c 2 ~o~-- ct o~g) Y2. (37) 

Die Funktion F = (% co~--ct ~o~) Y2 erffillt die Bedingungen (t 5) und (t 7). Daher ist 
nach Lemma 3 die durch 

L w = F  in I ,  
(38) 

w(o) =w(t)=o 

definierte Funktion w beliebig oft differenzierbar. Nun k6nnen wir umformen 

C l C2 ( ~ t - - ~ Z )  = f e L w = a (e, w) 

= a (e, w--Z), (39) 

wobei ;gES h wegen (29) beliebig gew/ihlt werden kann. Danach k6nnen wir ab- 
sch/itzen 

I ~ -  gz <= c~tc~ ~ I[ elI' inf l l ~ - z  II'. (40) 
zESh 

Da cl, c 2 nach unten beschr/inkt sind, erhalten wir nach Heranziehung von (22) mit  
Hilfe der Approximations-Eigenschaft 3 die behauptete Absch/itzung (36). 

Unser Ziel ist die Absch/itzung von E in einem Intervall I~ ( ( I .  Der wesentliche 
Schritt ist eine Rekursionsbeziehung: 

Lemma 8. Es seien I t ,  Iz zwei Intervalle gem~B I t ( ( I  2 ( I .  Weiter se iy  eH~  (/2) 
mit  m<=n+t vorausgesetzt. Der durch (33), (34) definierte ,korrigierte' Fehler E 
erftillt die Ungleiehung 

lIE lit.,,--< c h lIE II, .,, +~ h'-~ {lly II,,.,, + P  I11. (4'1) 

Die Konstante c h/ingt nur von I t ,  12 und den Daten, d.h. p, q ab. 

Wegen Lemma 7 haben wir eine gewisse Freiheit in der Wahl von o). Wir w/ihlen 
zwei weitere Intervalle I ' ,  I "  gem/iB I t  ( ( I '  ( ( I "  ( (I~ und verwenden eine Ab- 
schneide-Funktion in bezug auf I t, I ' .  Es gilt mit  E = o )  E 

]i E llt-h ~ I[ ~ 1114' G e I] ~ If'. (42) 
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Nun benfitzen wir unter Verwenden des Ritz-Operators R h die Aufspaltung 

E-----o~E= (I--  Rh) ff~ + Rh ff~ 

---- (I --  Rh) {09 (y - -x  Y2)} -- ( I - -  Rh) {co Yh} + Rh ffS. (43) 

und sch~itzen die 3 Terme rechts getrennt ab. Zun~chst gilt 

I xl __<cllello,.<_c llell' (44) 

und daher mit  y E H,~ (13) wegen Yz E C ~ (1), d.h. co (y--~ Y2) E H m (I) 

l[ o~ (Y - -g  Y2)II,~ =<c (lly I1,~.,, + II e II'). (45) 
Der Satz t liefert 

II (I--Rh) {o~ ( y -  ~ y2)} [1' ~ c h "-1 (IlY II~.,, +lie I1'). (46) 

Um fiir das 2. Glied in (43) eine Schranke zu finden, ziehen wir Eigenschaff 4 heran. 
Fiir hinreichend kleine h l~tBt sich ein g e Sh mit  supp (g) (_1" so finden, dab gilt 

l[ Co Yn--Z I11 < c h ~ IlYh II~.,,, �9 (47) 
Daher finden wir 

I[ (I--Rh) {co Yh} [l'= inf []co Yh-- 9 ~ II' 
~vE Sh 

=< c inf [[co Yh-- 9o I[1 (48) 
9E Sh 

=<c h" ]]Yh [[~-r'. 

Nun sei das Gebiet JE~h gem/iB I " ( J  ( (13 gew/ihlt, was fiir kleine h m6glich ist. 
AuBerdem sei YhES he ine  geeignete Approximation an Y--zY2. Unter Berfick- 
sichtigung der inversen Absch~ttzungen erhalten wir 

h" [lYh l],~. r, <= h'~ [[yh [],,. j 

__< c h " -1  ]ly~ll.-1.: (49) 

<=c h '~-1 {[[Yh[],~_l.j+[[yh-- Yh[Im_l.:). 

Das erste Glied rechts l~tBt sich gem/iB 

][Yh[]~-l.j = < [[y--~'cy2[],,,-1.j+[[Yh--Y+nY2[]m-I.j 

<= (a +c h)[[Y--~Y2][,~.j (50) 

=<~(llyll +11~11') 

absch/itzen. Da Yh--Yh in S h liegt, l~13t sich ftir das zweite Glied welter die Un- 
gleichungs-Folge gewinnen 

h ~'-~ Ily~-~[I,,_l.:<_c h Ily~- ~[k. :  
<=ch{[ly--zy2--yh~l.]+][y--zy2--Yhl[v:} (51) 

< c  h [I E 111.z,+c h"  (l[Y II-.,, +ll ~ II'). 

SchlieBlich ist das letzte Glied R h E in (43) zu betrachten. Wegen R n if: E Sh gilt 

[IR~ Eli' = ~up {~ (R~ ~, Z) Iz ~ S~ ^ IIZ II' = a }. (52) 
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Mit der den Ritz Operator  R h definierenden Beziehung (29) erhalten wir 

a (RdT,  Z) = a (~, Z)- (53) 

Der Fak tor  r in E ~ ~o E l~tBt sich auf Z hiniiberw/~lzen gem/il3 

a(E, z)=a(r z) 
(54) 

:a(E,  wz) + f E {pco'X' + (pco'Z)' ). 

Zun~ichst betraehten wir das erste Glied reehts. Zu o~ Z gibt es ein approximierendes 
Element 9 mit  supp (9)<1" und --  siehe (49) --  

[I ~ Z- -  9111 =< c h Ik Ill.,,, <_c h Ilz I['. (55) 

Wegen (29) k6nnen wit  schreiben 

a (E, r Z) = a (E, co Z--9)  - - z  a (Y2, 9). (56) 

Wesentlich ist nun, dab der letzte Summand verschwindet,  denn es gilt 
o 

Lemma 9. Fiir j edes u E H1 mit  0 r (u) und der dureh (5) definierten 
Funkt ion  Y2 gilt 

a (u, y2) = 0 .  (57) 

Der Beweis ist wegen a(u, y2)= p u y'21~,~+ f u L y 2 offensichtlich. Unter  Aus- 
nutzung der Eigenschaften yon 9 gelangen wir yon (56) zu 

I,, (E, ~ z) l <= c IIEII1,-I1~o Z - -  9 II~.,- 
_<c h Ilzll' MI,,,- (58) 

Nunmehr  wenden wit  uns dem zweiten Summanden in (54) zu. Nach Konst rukt ion 
- -  vgl. (33), (35) --  gilt 

f Eco2yz=O. (59) 

Daher  k6nnen wir fiir diesen Summanden mit  g:=p co' Z'+(P co' Z)' und einem 
beliebigen v ~ R schreiben 

f E g = f E (g - -  r co 2 Y2)- (60) 

Den Parameter  v wt~hlen wir gem~B 

f (g--v~o2y2)y2=0. (61) 

Dann  erftillt G: =g--v og2y2 die Bedingungen (t 5) und (17). Indem wir wieder eine 
durch 

L w = G  in I 

w(0) = w ( t ) = 0  (62) 

definierte Hilfsfunktion w heranziehen, k6nnen wir schreiben 

f Eg= f EG=a(E, w). (63) 

Wegen 0 r  (w) - -  vgl. Lemma 2 --  ist die partielle Integrat ion korrekt.  Ahn- 
lieh zu oben --  vgl. (56) - -  (58) - -  gilt mit  beliebigem ~ cS  h bei 0 r  (9) 

f E g = a (E, w- -  9)- (64) 
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Nach Lemma I bis 3 und der Struktur von G wissen wir einerseits w E H  2 und 
][wiI~_<c I]GI[. Da Iv l durch c I]g]I und I[gI[ seinerseits durch c IIZ[II.v~c ~Z{[' abge- 
sch/itzt werden kann, gilt also 

I] w l}, <=c }IX II L (65) 

Andererseits verschwindet w (x) far x r supp' (G)(_ supp' (to), d. h. in I = I - - supp '  (m). 
Rechts von supp (o)), d.h. in I - - supp '  (o~)- supp (m), verschwindet G und w ist 
beliebig oft differenzierbar, insbesondere gilt mit geeigneten Konstanten 

tlwL.~_-<c II~ll<cllzll'. 
Wegen supp (o~)_<I' gilt &her  zusammengefaBt 

[I w U,,I-,' _<c [1,~ 1l'. (66) 
Nun sei Q, a E C  ~176 eine Zerlegung der Eins in bezug auf I " ,  I - - I ' ,  d.h. es gelte 

0+cr= t  in I, 
(67) 

supp (Q)_(1% supp (a) CI--I ' .  

Wir ktirzen ab wQ =Q w, w~-----a w. Dann sind die Tr~ger von w e bzw. w~ in I "  bzw. 
I - - I '  enthalten. Aus (65), (66) folgt unmittelbar 

IIw011~ < ~  ilzlI' 
IIwo II . -  c IIz I1'. (68) 

Diese zwei Funktionen lassen sich durch ~ ,  ~%ES h gem~tB 

(69) 
Ilwo-%lll=< c h ' - i  Ilzll ' 

approximieren. Bei hinreichend kleinem h l~tgt sich dartiber hinaus supp (~%) _( Iz 
und supp (%) (1 '  mit _r' _( I - - s  1 und 0 r  erreichen. Bei der Walfi yon I '  ist nur zu 
beachten, dab supp (w~) (_ supp' ({o) n supp (a) (_ supp' (a}) n ( / - - I ' )  und 0r 
(w) gilt. Wird ~0 = 9~e +90~ in (64) eingesetzt, so kSnnen wir absch/itzen 

] f Eg I <c  lIE Ill.z, IIw~- ~111+ c IlEIIl.~ Ilwo - 99a111 

_--< ~ h IIEIll.,, IIzlI'+ c h ' - I  IIEIII~ Ilzll'. (70) 

Mit (44) erhalten wir 

II E II1.~ ~- I1' IIl.P + I ~ I IIY~ II1. z, =<~ I[' II' (7~) 
und daher fiir das zweite Glied in (54) 

I fE{pco'Z'+(p{o'X)'}l_ c {h liE II,, .+ h ' -~  II~ II'} Ilzll '. (72) 
Zusammen mit (58) gelangen wir so -- vgl. (52)--(54) -- zu 

IIR, ~ I1' ----~ h II E II1.,. + ~  h" _111~ I1'. (73) 

Nun miissen wir nut  noch die Abschatzungen (46), (48)--(5t) und (73) fiir die 
Glieder auf der rechten Seite yon (43) heranziehen, um die behauptete Beziehung 
(4t) von Lemma 8 zu erhalten. 
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Aus dem vorangehenden Lemma folgt leicht der 

Satz 2. Es seien 11, I s zwei Intervalle mit  I1 < <13<1 und es gelte y~H. ( I2 )  
. i t  m<=n+t.  Ftir die durch (34) definierte Korrekt ion E des Fehlers e = y - - y h  
des Ritzschen Verfahrens gilt die Absch~tzung 

IIE [1,.,1 < c h " -1  (liY 1[-.,, + II e It'). (74) 

Zum Beweis setzen wir 1 ~  11, 1" -1 :=18  und w~thlen m - - 2  weitere Inter-  
valle 1" gem~13 I ' <  (1  "+1 Itir v = 0  . . . . .  m--2.  Wird nun die Absch~tzung (4t) suk- 
zessiv ftir die Intervalle I ' ,  1 "+1 ansteUe yon 11,13 angewendet, so ergibt sich un- 
mi t te lbar  (74). 

Mit Hilfe eines Dualit~ttsargumentes k6nnen wir eine verbesserte Fehlerab- 
sch~itzung yon E in der Norm von H----L 2 (I) herleiten : 

Satz 3. Unter  den Voraussetzungen von Satz 2 gilt 

liE I[o,,--< c h" ([lY lira.z, + lie 1[')" (7S) 

Zum Beweis verwenden wit  zwei weitere Intervalle 1', I "  und eine Abschneide- 
Funkt ion  co wie beim Beweis yon Lernma 8. Dann gilt zun~tchst 

2 
IrE IIo,, -<-- 1109El~ (76) 

= (E, 092E). 

Wegen der Konst rukt ion  yon E erftillt die Funkt ion  F=092E die Bedingungen 
(1 5) und (t 7). w sei nun durch 

L w = F : = 0 9 2 E  in I ,  

w (o) = w ( t )  = o (77)  

definiert.  2~hnlich zu oben ist w = 0  in I = I - - s u p p '  (09) und wEC ~176 in I = s u p p '  (oJ) 
--supp(09) und daher  wEH 2 n C ~ (1--1") . i t  

]1 w 112 _--<c ]IF H, 

IIw I1-+1 ~-r'--<-- c [IF It. (78) 

Nun werde_T' so gew~thlt, dab supp'  (09) ( J '  und 0 r I '  erftillt wird. Mit Hilfe einer 
Zerlegung analog wie bei (67), (68) lal3t sich die Exis tenz eines Elementes Z E Sh . i t  
supp (Z) (- I '  zeigen, welches die Funkt ion  w gemal3 

[[w-Zllx.,, < c h IIF II, 
Ilw- z II1 ~ _<_c h" IIFII (79) 

approximiert .  Verm6ge Lemma 9 erhalten wir mit  diesem g 

1109E112 = ( g,  Z ~,) 
= a (E, w) = a (E, w--  Z) (80) 

< c  {h IlE[ll.l,+ h"  lIE Ill.p} II~ll. 
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Wegen IIFII= Ilco 2 Ell_-< Ilco Ell folgt daraus 

Ilco Eli < c  h IlElll.i,+c h" lIE [1~.~. (8~) 

Nun ziehen wir die Ungleichungen (44), (76) und Lemma 6 heran, was uns zu 

II g Iio.,, < c  h II E II, .i, + c h" II e I1' (82) 

Ifihrt. Die Ungleichung (75) von Satz 3 folgt aus (82) und (74), wenn noch eine 
,Iteration' in bezug auf die Intervalle dazwischen geschaltet wird. 

4. Numerische Beispiele 

In den nachfolgend beschriebenen Beispielen haben wir 

p ( x ) = x  ~, q ( x ) = ~ x  ~-~ 

verwendet. Die Approximationsrttume sind lineare Splines, d.h. Polygonztige, in 
bezug auf ein /iquidistantes Gitter. N gibt die Anzahl der Teilintervalle an und 
h=l /N  ist die Gitterbreite. Die rechte Seite / der Differentialgleichung wurde so 
gew~hlt, dab sich 

y----- x ' - -  x (r > 0) 

als L6sung des Randwertproblems ergibt. Bei allen Berechnungen wurde eine Ab- 
schneidefunktion co benfitzt, welehe ffir x~<0, 3 verschwindet und ftir x~O,5 
den Wert I hat. Die Spalten 0e, QE in den folgenden Tabellen geben ,,gesch/itzte" 
Konvergenzgeschwindigkeiten wieder: Wir erwarten ein asymptotisehes Verhalten 
wie 

Ilcoell= Ilco ehll= Ilco ~,11 ~ c  h0=c N-o.  

Indem wir zwei verschiedene N, z.B. N I = N  und N 2 : 2  N heranziehen, k6nnen 
wir ~ gem/iB 

~o = e ,  = ( i n  Ilco ~.  I I - In  Ilco ~,< II)/ln 2 
sch/itzen. 

Die Rechnungen wurden auf der UNIVAC t i t 0  der University of Wisconsin, 
Madison, und auf der UNIVAC t106/I1 der Universit/it Freiburg durchgeffihrt, 
wobei ein Algol- bzw. Simula-Programm mit einfacher Genauigkeit benutzt 
wurde. Dabei ist nur eine Genauigkeit bis ~ 10 -e erreichbar, vgl. z.B. die letzten 
Werte in Tabelle 3. 

Lineare Splines erftillen die Bedingungen ! his 4 von Paragraph 2. In allen drei 
Beispielen zeigt ][co E h I] eine Konvergenzgeschwindigkeit 2 im Einklang mit Satz 3- 
Die Konvergenzgeschwindigkeit von I[co eh[I h~ingt von ct, ~ und vom Verhalten der 
L6sung bei x =  0 ab, was auBerhalb des Tr~igers von co liegt. Diese kann 2 oder 
kleiner als 2 sein. Das Beispiel 3 zeigt noch einen weiteren Effekt. Selbst bei dem 
Verhalten wie h ~ yon I]co ehH kann diese Fehlergr6Be betr~ichtlich fiber IIco Ehl[ liegen, 
d.h. unabh~ingig yon der Konvergenzgeschwindigkeit kann das Glied zh Y2 in der 
Fehlerdarstellung 

eh = nh y~ + Eh 
dominieren. 
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N n I[ r176 4 5, II~EII oE 

5 1,78&--1 3,63&--2 6,47&--4 
0,51 2,07 

t0 1,25&--t  2,54&--2 t ,54&--4 
0,48 2, t 3 

20 8,98&--2 1,83&--2 3,52&--5 
0,46 2,02 

40 6,51&--2 1,32&--2 8,70&--6 
o,46 1,82 

80 4,74&--2 9,64&--3 2,47&--6 

Tabelle2.  o:=0,75, ~=0,126,  r = t , 8  

N ~ l] o) ell oe II~Ell oE 

5 - - t , 93&--2  4,61&--3 2,42&--3 
2,00 t,92 

10 --4,71&--3 1,15&--3 6,40&--4 
1,95 2,00 

2o --1,23&--3 2,98&--4 1,60&--4 
1,95 1,96 

40 - -3 ,18&--4 7,68&--5 4,12&--5 
t,86 t,85 

80 --8,77&--5 2 , t2&--5  t ,14&--5 

Tabelle3.  cr y = 5 ,  r = 0 , 3  

N n H ~o ell ~e II~oEII 0E 

5 --9,45&--3 1 , 3 9 & - 2  5 ,08&-4  
2,36 

10 - - 1 , 8 3 & - 3  2 , 7 0 & - 3  t ,15&--4  
2,27 

20 --3,8o&--4 5,61&--4 3,17&--5 
2,18 

40 -- 8,36& -- 5 t,24& --4 8,68&--6 
1,85 

80 --2,26&--5 3,43&--5 8,08&--6 

2,t4 

t,86 

t,87 

5. Die  F r a g e  der  K o n v e r g e n z - V e r b e s s e r u n g  

D ie  B e i s p i e l e  l egen  d e n  A n s a t z  

eh ~ c I: + 0  (h":) 

fiir das lokale Verhalten des Fehlers nahe. Mit Hilfe dreier Approximat ionen,  z .B.  
mi t  h 1 =  h, h 2 = 2 h und h o = 4 h, ist  eine Sch~itzung yon c und 2 mSglich.  Durch 
gee igne te  L i n e a r k o m b i n a t i o n  

f~h = a  yh-}-b y2h + c y4h 
w~ire d a n n  

y - - : 9  = 0  (~+1) 
zu e rwar t en .  
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T a b e l l e 4 .  a = 0 , 7 5 ,  ? = 0 , 1 2 6 ,  r = 0 , 2  

N {I ~ "11 Q, If~ ~'ocll ~ $1o~ I1~o gglobll o gglob 

20 1,83&--2 4,05&--3 3,95&--3 
0,46 1,53 t,62 

40 t,32& -- 2 t ,40&-- 3 t ,28&-- 3 
0,46 1,51 t,49 

80 9,64&--3 4,90&--4 4,57&--4 

An H a n d  eines speziellen Beispiels wollen wir zeigen, dab ein solcher Ex t r a -  
polationsprozeB keine Verbesserung zu br ingen braucht .  Die  approximierenden  
TeiMtume seien polynomiale  Spline-R~iume vom Grade  n in hezug auf eine 
~iquidistante Unter te i lung mi t  Nul l -Randwerten.  Ftir die rechte Seite der Diffe- 
rentialgleichung machen  wir den Ansatz  

]={ ~~ a'(x/h)'O ftirfiir h<=x<lO<x<h' 

und  w~hlen die a, - -  nicht  identisch 0 - -  gem~il3 
h 

-- - -  ] x~,/dx=hV+l S 1 a , = 0  ftir / z = l  . . . . .  n. / , + v + l  
0 

Wir bemerken,  dab die a,  unabh~tngig yon h sind. Es ist mi t  dem charakter is t i schen 
Exponen t  r 1 - -  vgl. (4) - -  

h n 

f 1 rl+v+l a, 
0 

: = h',+xfl 
mit/5 =~ 0 falls - - r  1 keine natiirliche Zahl  ist. 

Die Wahl  der a,  ga ran t ie r t  

(1, Z)----- 0 fiir zeSh, 
und  das ist gleichermal3en r icht ig  ftir die Elemente  yon  S2h und S4h. D a m i t  ver-  
schwinden die Ritz-N~iherungen Yh, Y2h, Ylh identisch. Anderersei ts  ist ftir x > h 

h 

y(x) = y 2 ( x )  f /yx(x) dx 
0 

cl/~ h "+x y~ (x) 
oder indem wir / einftihren 

e(x) II111- y2 (x). 
Wegen (4) gilt 

r: ----- r l +  { = t  --0t/2 + V ? + ( t  --0r �9 

Selbst bei Bestehen der  Beziehung (1 t) fiir a, ? kann  r beliebig nahe an  I k o m m e n  
und zwar  unabNingig  v o m  Grad  der beni i tz ten Splines. 
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Obwohl  nun eine E x t r a p o l a t i o n  kein  besseres Ergebnis  gew~hrleistet ,  mag  sie 
in  p rak t i schen  F~tllen yon Nutzen  sein. Dies sei mi t  Tabel le  4 i l lust r ier t ,  der  die 
gleichen P a r a m e t e r  ~, 7, r wie in Tabel le  t zugrunde liegen. In  der  oben skizzier ten 
Ar t  haben  w i r c  und  2 gesch~itzt, und  zwar lokal  wie auch global.  Die  sich nach der  
E x t r a p o l a t i o n  ergebenden Feh le r  Bloc und eglob zeigen hins icht l ich  der GrSBen- 
o rdnung  und  der  Konvergenzgeschwindigkei t  Verbesserungen.  
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