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1
Betrachtet wird in einem Hilbert-Raum H die lineare Gleichung

(1) Ax=]

unter den Voraussetzungen an 4:
i) D(4) dicht in H;

)
ii) A4 positiv definit und selbstadjungiert;

iii) AT vollstetig.
Mit Hilfe des Operators 4 lassen sich indizierte Normen

%l = V(x, 4*x)
und zugehorige Hilbert-Rdume H, bilden®.

Unter Zugrundelegen einer aufsteigenden Folge R={9,|n=1,2,...} von
n-dimensionalen Teilrdumen liefert das Ritzsche Verfahren fiir jedes # eine
Naherung x,=R, f¢ 9,. Der Fehleroperator ¢,=A4— R, kann als Abbildung
von H, in H, bzw. in H,; aufgefaBt werden. Mit den Eigenwerten {4,} des Ope-
rators A gelten die unteren Abschitzungen

lewlo = 223

lenl = 2

(2)

und die Schranken werden bei Verwenden der Eigenelemente des Operators 4
als Ansatzfunktionen angenommen.

Existiert zu einer gegebenen Folge M eine Folge von Projektionsoperatoren
(BB H->5,} mit

(3) Ix —Bxlh=c A7k ],

so ist das Ritz-Verfahren offensichtlich quasi-optimal in bezug auf die 1-Norm
(vgl. BaBuska et al. [1], S. 2211.). Es ist ja

(4) Ir— Ry fh= jnf |6 —sh=[Bx—xh=c kvl = c 4411

1 Bei Anwendung auf Randwertprobleme sind diese Rdume i.allg. auch durch
Differenzierbarkeitsbedingungen festgelegt. Im Falle des Dirichlet-Problems in einem
Gebiet Q einer elliptischen Differentialgleichung 2. Ordnung gilt z. B.

H=H,=W,(Q), H,=W}2), H,=W}Q)~W}(Q).
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und damit

() leal= ¢ 224

Wie unten gezeigt wird, ist die Bedingung (3) aber auch hinreichend fiir die
Quasi-Optimalitit des Ritz-Verfahrens in bezug auf die 0-Norm. Dieses Ergebnis

148t sich noch anders formulieren. Der Ritz-Operator R, ist ein linearer Operator.
Mit (5) gilt daher auch (3) bei B,=R,,. So ergibt sich der

Satz. Ist das Ritzsche Verfahren quasi-optimal in bezug auf die 1-Norm, so
gilt dasselbe in bezug auf die 0-Norm.

2
Die Ritz-Ndherung #, ist als Element von $, durch die Beziehung

(6) (§1Axn —f)=0, Eé‘bn

charakterisiert. Nach Einsetzen von f=Ax kann fiir (6) mit der Abkiirzung
2,=x, —x auch

(€, A4z,)=0, &b,

geschrieben werden.
Mit §=F,y=y —(y — B,y) wird daraus

(v, 42,) = (y— By, 43,).
Jetzt werde speziell y=A1z, gesetzt:
lzaP=((I —B)A™z,, A2,).

Unter Zuhilfenahme der Voraussetzung (3) ergeben sich schrittweise die Ab-
schitzungen

”zn ”2 é ”(I - Rﬂ) A_lzn ||1 ”zn ”1 § ¢ )';-I%IHA _lzn ”2 nzn [ll =¢ )';ﬁlllzn " ”Znnl .

Nach Kiirzen des Faktors |z,| und unter Beriicksichtigung von z,=—(x — R,f)
in (4) ergibt sich wie behauptet

[zl = ¢ 4254/

lealo =< ¢ 4275

bzw.

3

B sei ein im Sinne von MICHLIN [3] zu 4 &dhnlicher Operator, d.h. B erfiille
die gleichen Voraussetzungen wie 4 und es existiere ein ¢> 0 mit

c(x, A*x) < (x, B*x)<c(x, A¥*x) k=1,2 und xcD(4).
Dann gilt fiir die Eigenwerte u, von B analog

A, =p,sch,.

Wird fiir §,, der von den # ersten Eigenelementen von B aufgespannte Teilraum
gewdhlt, so ist (3) erfiillt und das Ritz-Verfahren demnach zu der 0- und 1-Norm
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quasi-optimal. Fiir die Orthogonal-Projektion P, gilt ndmlich
v —BAR S c((x — B2, Bx — Box)) S cpiyhy|B
= uplrle = ¢ A |lxB.

Die Abschitzungen der vorliegenden Arbeit lassen sich bei dieser Wahl von §,,
auch aus den Ergebnissen von DziSKARIANI [2] und VAINIKKO [4] entnehmen.
Wegen der Aussage in bezug auf die 1-Norm vgl. auch die Ausfithrungen in
BaBuska et al. [1], S. 226—241.
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