46 III. Asscmwrrr,

Man hat urspriinglich bei der Behandlung der Randwertaufgabe zuniichst
auch die Annahme gemacht, daf das Gebiet, in welchem das gesuchte Poten-
tial regulir sein soll, nur durch einen einzigen Kurvenzug begrenzt wird.
Diese Annahme ist fiir uns nicht ndtig, vielmehr kann das Regularitits-
gebiet einen beliebigen Zusammenhang aufweisen. So ist z B. ein in der
Anwendung hiufig auftretender Fall der, daB es sich um das AuBengebiet
handelt, welches auBerhalb mehrerer sich ausschlieBender, fiir sich geschlos-
sener Kurven liegt. Wenn da ein Potential gesucht wurde, das gegebene
Randwerte auf diesen Kurven annimm$ und jm AuBengebiete iiberall (also
auch im Unendlichen) regulir ist, so hat man bisher meistens sogenannte
kombinatorische Methoden zu Hilfe genommen. Bei uns erledigt sich dieser
Fall in einem. Wenn es sich um solche Gebiete handelt, so wird man nur
darauf zu achten haben, daB sich die Integration in den Potentialen ¥ und W,
die in unserer Untersuchung eine grolle Rolle spielen werden, tiber die ganze
Berandung erstreckt, d. h. tiber alle Randkurven. Eine Spaltung in einzelne

Integrale ist ja micht nétig. Die Funktionen log r,,, wie aretg f%:%f und

h(s, 6) behalten denselben Sion, wo die beiden Randpunkte s und ¢ liegen;-
sie brauchen also gar nicht beide auf demselben Kurvenzuge zu liegen.

§ 22,

Die Formulierung des Newmann-Poinearéschen Problemes. Das Problem
der Bestimmung eines Potentiales mit gegebenen Randwerten wurde von
Poincaré in der Weise verallgemeinert, daB nach einem Potentiale gefragt
wird, bei dem eine lineare Verkniipfung beiderseitiger Randwerte gegeben
ist. Hs wird also eigentlich nach zwei Potentialen gefragt, von denen eines
im Innengebiete, eines im AuBengebiete definiert ist und deren Randwerte in
jedem Rendpunkte in einer linearen Kombination vorgegeben sind. Dadurch
wurde ein Parameter eingefiihrt, bei dessen spezieller Wahl die urspriing-
lichen Aufgaben sich ergeben. Das Problem lautet:

Man suche ein Potential der Doppelschicht W (p), welches in Jjedem Punlite
s der Begrensung der Gleichung

(20) S WEH 12k W) = ps)

entspricht, worin W (s+) der inmere, W(s~) der dufere Randwert des Poten-
tigls im Randpunkte s, () aber eine gegebene Orlsfunltion in der Beram-
dung st i

Zu dieser Problemstellung sei sofort hinzugefiigt, daB die Forderung,
W (p) miisse ein Potential der Doppelschicht sein, ganz wesentlich ist. LieBe

man diese Forderung fallen, so wiren die Lésungen des Problems gar nicht
bestimmt, auBer fir 1 = 4- 1.,

Man kann die Gleichung (20) auch in der Form sehreiben
(20a) W(s*) — W(s~) + a{ W(sH) + W(s)) = 221(s).
Die sperielle Wah! der Werte 2 — + 1 fithrt, wie man unmittelbar sieht,
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auf die beiden Probleme W(s*)=f(s) bezw. W(s~)=f(s), wo also die
Randwerte des Potentials gegeben sind.

Potentiale der verlangten Art kann man nach Fredholm leicht finden.
Setzen wir das’ Potential 7 (p) in der Form an

i d ==Jls
(21) W(_’p) =;f’l/($)-d—s a.retg i ——?-’{—":. : dS,

50 ergebén uns die Gleichungen (4,) Seite 22%), die zwischen den beider-
seitigen Randwerten der Potentiale der Doppelschicht bestehen, die Fred-
holmsche Integralgleichung

(22) v(s) + 2fv(6)h(es)de = f(s)
worin, wie bisher

1t Ys =~ Yy
(23) Me®) = oy e =

gesetzt wurde. In der Integralgleichung (22) ist die Funktion f(s) bekannt,
bekannt ist ferner die Funktion A(ss), die nur von der Form der Beran-
dung abhiingt, so wie auch die Integrationskurve. Die Integration ist nim-
lich iiber die ganze Berandung zu erstrecken, also tiber alle Randkurven, falls
das Regularitéitsgebiet mehrfach zusammenhingend wire.

Durch die Aufstelling der Integralgleichung (22) ist ein groBer Schritt
getan; darin ist nimlich alles enthalten, was zur Losung der Randwertauf-
gabe nédtig ist, so daB es jetzt nicht mehr erforderlich ist, Eigenschaften der
Potentiale bei der Lisung der Randwertaufgabe in Betracht zu ziehen, da
die Integralgleichung schon bei irgendwelcher stetiger Funktion A(es) Ioshar
ist. Bs liBt sich aber auch leicht einsehen, daf die Integralgleichung (22)
vdllig aequivalent ist dem Ramdwertproblem, sobald h(es) gerade die in (23)
definierte Funktion ist, und die Integration ither die Berandung erstreckt
wird. Zundchst wissen wir ja, das jedes Potential W den Gleichungen (A,)
S. 22 geniigh, aus denen wir die Integralgleichung hergeleitet haben. Die
Integralgleichung enthiilt also alle Losungen des Problems (20). Sie enthilt
aber auch nicht mehr; denn jede Losung der Integralgleichung gibt auch
eine Losung des Problems, wenn die gefundene Funktion »(s) eine solche
ist, daB das Potential W (p) mit der Belegung »(s) die Unstetigkeit (A,)
S. 22 am Rande hat. Dies ist wirklich der Fall; sobald némlich die Funktion
v(s) endlich und sttickweise stetig ist, ist das Integral in (22) nach § 12
S. 26 schon stetig, so daB also »(s) dort stetig ist, wie die gegebene Funk-
tion f(s). Unter diesen Voraussetzungen iiber die Belegung »(s) sind aber
die Eigenschaften der Unstetigkeit von W(p) am Rande, wie sie im § 10 S.22
abgeleitet wurden, vorhanden. Das gestellte Problem ist also der Integral-
gleichung vollkommen gleichwertig, sobald die gegebene Randfunktion f(s)
endlich und wenigstens stiickweise stetig ist.

*) Der Einfachheit wegen wurde hier die Belegung des Potentials W in der Form
-:';'xf(s) angesetzt, was man bei der Anwendung der Gleichungen (A,) S. 22 zu berfick-

sichtigen hat.
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