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die Gleichung ¥(6) = (1 — lo)‘fl’(ef s) W(s)ds, daraus durch Einsetzen von
(o) fiir im 4 = 1,.

(9) T(6) = f P(os)®(s)ds

fir jede Losung ¥ der Integralgleichung (u,). Angesichts des Zerfallens
(v) von P(s, s) ist also ¥(c) eine lineare Kombination der %,(s), ®,(s),...
W (s). Wenn es, wie vorausgesetzt, genau n unabhiingige Losungen fir ¥(s)
gibt, so kann man die vorstehenden ¥,(s) als solche auffassen, die dann
also linear unabhingig sind. Setzt man in (¢) P(os) ein, so bekommt man

B(o)=B,(6) [ B,(5) B (s)ds+ Ty(0) B(s) Bs)s +-+ B, (0) [ @,(5) (5)ds.

Wenn man in dieser Gleichung fiir ¥(¢) eine der Funktionen ¥ (6),
T,(6), ... ¥,(6) einsetzt, so bekommt man eine lineare Relation zwischen
diesen Funktionen, so daB die Koeffizienten identisch Null sein miissen.
Daraus ergeben sich aber zwischen den Funktionen & @,(s) und ¥,(s) die
Integralrelationen

Jeom@as= {7 L0

Wir kénnen daher sagen:
Hut die Losung F(es) der Integralgleichung

F(os) + L[ F(s6)f(85)d6 = f(s5)

fiir L, eine _Enthcklung der Gestalt F(as) = P(Gs) + .-« worin P(es) nicht

identisch Null wnd von 1 unabhingig ist, wa?mmd der weggelassene Teil fiir
Lim 2 = 2, endlich ist, so zerfdllt P(6s) in folgender Weise

. P(0s) = P, (6) Dy(s) + F(0) Dy (s) + - - - + T, () D, (5)

worin @,(s), Dy(s), ... D,(s) untereinander linear unabhingig sind wnd die
homogene Integralgleichung (w,) losen wund onalog simd die T,(s) n linear
unabhingige Losungen der homogenen Integralgleichung (u,). Jede Lisung von
* (uy) dst durch die @(s),... D, (s) linear ausdriickbar, und jede Funktion,
welche der (leichung (uy) gewiigt, durch die Funktionen F,(s), Tys),... T,(s).
Zwischen den @,(s) und T,(s) bestchen die Integrolrelationen

() f@ (s) '!I"l(s)d.s {1 winn ”“’";

§ 18.

Zum Schluf soll noch eine Methode angegeben werden, nach der man
unter Umsténden den Fredholmschen Nemner D(1) leichter berechnen kann
als durch die Reihenentwicklung ().

Aus der Enfwicklung (£) sieht man sofort, wie bereits oben bemerkt
worden ist, daB

D)~ [D,()do
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Dividiert man diese Gleichung durch D(1), so ergibt sich, weil F(os) =
'?)'—((Z))=IF(6, 6)da.
Nun gentigt aber F(6s) der Gleichung
F(os) + [ F(o0)f(05)d0 = f(os).
Schreibt man diese Gleichung in der Form
F(as) = f(05) — 4| F(a6)f(85)d0,

so ergibt sich eine Potenzreihenentwicklung fir F(es) durch sukzessives
Eingetzen unter dem Integralzeichen:

F(05) = f(65) — 1 {(s)(85)20 + 22 [ (a0, )f(6,6,)f (8,5) 6,6, — - - -

Setzt man hierin ¢ = s und integriert, so ergibt sich %% und durch Inte-

gration nach A der logD(1) in der Form
log D(A) = a, —-%-ﬁ+%’»ﬁ—~%~#+---
wobel a, = ﬁ‘(&ﬂ)d’ 6 und allgemein
a, #ff J ‘ﬁ(9102)f(6233) TR f(61-16z)f(6x91)d01d92 S do,.
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Dritter Abschnitt.
Die erste und die zweite Randwertaufgabe,

Die bisherigen vorbereitenden Betrachtungen erméglichen uns die Losung
zweier Fragen, welche urspritnglich durch Problemstellungen der theoretischen
Physik veranlaBt, nicht nur fiir diese Wissenschaft, sondern auch fiir die
reine Mathematik von hervorragender Wichtigkeit geworden sind. Diese
beiden Fragen betreffen die Existenz von Potentialen, welche in einem
gegebenen Gebiete regulir sich verhalten, bei Anniherung an den Rand aber
stetig in gegebene Randwerte (1. Randwertaufgabe) iibergehen oder aber am
Rande gegebene normale Ableitungen besitzen (2. Randwertaufgabe). Die
zweite Randwertaufgabe 1iBt sich naturgem# durch den oben definierten
Begriff der Stromung verallgemeinern, indem man in jedem Element die
Stromung als gegeben betrachtet.

Daf diese Angaben zur Bestimmung des Potentials vollkommen aus-
reichen, 1ift sich folgendermaBen in aller Strenge nachweisen.

Eindeutigkeitsbeweis.
§ 19.

Es gilt der Satz:

Jede Potentialfunktion ist durch die Werte, denen sie sich am Rande ihres
Regularitiitsgebietes stetig anschliept und falls es sich wm unendliche Gebiete
handelt, woch durch Angabe ihrer Masse in eindeutiger Weise definiert.

Zum Beweise dieses Satzes nimmt man pach K. Neumann (Grebrauch
von der Higenschaft der Potentiale im Regularititsgebiete keinen Extremal-
wert zu besitzen. Wiirde es zwei Poteatiale mib gleichen Randwerten und
im Falle unendlicher Felder auch mit gleichen Gesamfmassen geben, so
wire die Differenz ein Potential mit verschwindenden Randwerten. Bej
diesem Potential wiire der Anschluf an die Randwerte Null ebenfalls stetig.
Das Potential miiBte, da sowohl das Maximum als das Minimum verschwindet,
selbst gleich Null sein. Bei uneadlichen Feldern war die Angabe der Masse
nétig, da nur in diesem Falle die Differenz zweier etwa vorhandener Losungen
die Masse Null hiitte, also auch im Unendlichen kein Extremum besife.
LieBe man verschiedene Massen zu, so wire der Saiz gar nicht mehr richtig.

Man kann den obigen Satz noch verallgemeinern. Nehmen wir etwa
an, es handle sich um das (unendliche) AuBengebiet von # sich aus-
schlieBenden fiir sich geschlossenen Kurven. Wenn damn die Randwerte auf
den Kurven gegebenen sind, so gibt es hichstens ein solches Potential, welches
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im Unendlichen Null ist, auf jeder der Ramdburven einzeln die Masse Null
hat und die gegebenen Ramdwerte bis auf je einen komstamten Untorschied an-
nimmt. Diese Behauptung ist eine einfache Folge eines im § 7 aufgestellten
Satzes auf 8. 17. :

Im Laufe unserer Untersuchung werden wir nimlich sehen, daB es tat-
sdchlich schon durch ein Potential der Doppelschicht mdglich ist, gegebene
endliche Randwerte bis auf additive konstante Unterschiede auf den einzelnen
Randkurven darzustellen. Dieses Potential ist nach obigem Satze das einzige
“dieser Art. Wenn dann noch die Forderung gestellt wird, die gegebenen
Randwerte durch ein Potential genau darzustellen, so wird noch eine zweite
Aufgabe zu l6sen sein, nimlich die Bestimmung eines Potentials mit je einem
gegebenen konstanten Wert auf jeder Randkurve. Diese Potentiale — Loiter-
potentiale — deren Hxistenz ebenfalls nachgewiesen wird , sind dann nich$
ohne Masse auf jeder Kurve. Sie werden sich in der Form von Potentialen
der einfachen Schicht ergeben, als Potentiale der Doppelschicht wiren sie
sicher nicht darstellbar.

Noch eine Bemerkung muB ich zum vorstehenden Unittssatze machen.
Der Beweis erfordert, wie man sieht, keine Voraussetzung tiber die Form
der Berandung, ist also in der Hinsicht von grofter Allgemeinheit. Eine
ganz wesentliche Voraussetzung aber war die des stetigen Anschlusses an
stetige Randwerte. Nun kommen aber oft Aufgaben vor, wo die gegebenen
Randwerte zwar iiberall unter einer endlichen GréBe aber nur in Abteilungen
stetig sind. Was fir Werte nimmt das Potential in Punkben an, wo ein
Stetigkeitssprung der Randwerte vorhanden ist? Konnben nicht in der Nihe
solcher Punkte die Werte des Potentials iiber die Extreme der gegebenen
Randwerte hinaus gehen? Ich feile hier einen einfachen Beweis mit, daf
es auch in diesem Falle nur ein Potential geben kann, wenn die Stetigheit des
Anschlusses an die Randwerte nur in einer endlichen Ansahl von Punliten*)
zweifelhaft ist, sofern die Werte des Potentials nicht iiber Jjeden Betrag hinaus-
gehen. Es handelt sich hier offenbar um den Nachweis des Satzes, daf die
Werte cines endlich bleibenden Potentials stets zwischen den Ewtremen seciner
Randwerte bleiben, selbst wenn diese nur stickweise stetig sind.

Es seien a,,a,...a, die Punkte der Unbestimmtheit, das Regularitits-
gebiet sei ein endliches vom griBten Durchmesser < D. Das Potential u(p)
soll sonst stetige Randwerte, die < M sind, haben, bis auf die Randpunkte
@ y.-.@,, wo nichts vorausgesetzt wird, hingegen sei iberall das Potential
{u(p)| < 4 Wenn man die Pankte @y 8...a, durch kleine Kreise von der
Begrenzug ausschlieBt, also nur den auBerhalb dieser Kreise tibrig bleibenden
Teil des Regularititsgebictes ins Auge falt, so ist wu(p) darin regulir, hat
ausnahmslos reguliren stetigen AnschluB an stetige Randwerte, welche sonst
< M sind bis auf die kleinen Kreisbogen, wo die Randwerte doch jedenfalls
nicht groBer als 4 werden.

*) Der Beweis 148t sich analog auch fir den Fall filhren, daB die UngewiBheit in
einer abzahlbar unendlichen nirgends dichten Punktmenge vorhanden ist.

-
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Es sei ¢ eine beliebig klein wihlbare positive GroBe. Betrachten wir
das Potential
& Togel.
Tpa,’
so sehen wir, daB es im ganzen gegebenen Gebiete positiv ist, da im ganzen
Gebiete die Entfernung »,, < D; positiv ist es auch auf der Randkurve.
Dieses Potential wichst aber, da & fest ist, iiber jeden positiven Betrag,
sobald nur der Punkt p hinlinglich nahe an den Punkt a, heranriickt, es
wird also, sobald die oben erwihnten kleinen Kreise genug klein sind, gewiB
auf dem um @, konstruierten Kreise groBer als 4. Bilden wir die ent-
sprechenden Potentiale fiir alle Punkte a,a,...a, und daraus die Summe

o(p)=M+ 22 log;f—,
#=1 Gy

so haben wir in w(p) ein Potential, welches tiberall auf der Berandung groBer
ist als w(p). Da die Punkte a,a,...q, jetzt nicht zur Berandung gehéren,
ist stetiger AnschluB an die Randwerte vorhanden, so daB die Extreme von
©(p) —u(p) am Rande liegen. Es ist also o(p) — u(p) positiv, folglich
u(p) — M < w(p) — M. Nun konnte aber in

o(p)— M = eZlog%—
o @y,

die GroBe & beliebig klein gewi#hlt werden. Da in dieser Gleichung der
Faktor von ¢ fiir alle Punkte p in endlicher Distanz von Ay by ..., endlich
ist, so folgt, dab o(p) — I beliebig klein gemacht werden kann, daB also
w(p) — M nicht positiv ist. Bs liegt also w(p) unter dem Maximum seiner
Randwerte und analog iiber ihrem Minimum. Man wird erkennen, dafB in
gleich einfacher Weise der Beweis auch fiir das unendliche AuBengebiet sich
fithren laBt.*)

Die Voraussetzung, die Potentialwerte miiBten zwischen angebbaren
Grenzen eingeschlossen sein, ist nicht zu umgehen, wie schon das Beispiel zeigt:

1— @+ y%)
A—a)?+y*

Dies ist, wie man sich leicht iberzeugt, ein logarithmisches Potential, nimlich
der Realteil der analytischen Funktion i-éé, wo g=x-+4¢y. Der Ausdruck

verschwindet aber am Rande des Kreises #® 4 y® — 1 — 0 dberall, bis auf
den Punkt # =1, y =0, wo Unbestimmtheit eintritt. Tatsichlich bleiben

hier die Werte innerhalb des Kreises nicht zwischen angebbaren Grenzen, da
fiir y =0 das Potential den Wert :-i—": hat, also in der Nahe von 2 =1
iiber alle Grenzen wiichst.

*) Gainzlich analog wnd gar nicht schwieriger ist der Beweis beim Newtonschen
Potentiale, wenn die Stetigkeit des Anschlusses nur in Kurven an der Berandung dahin-

gestellt bleibt. Man hat hier Kurvenpotentiale & -gf in Vergleich zu ziehen.
8p T
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§ 20.

Der Unithtssatz fiir die zweite Randwertaufgabe (Strémungsproblem)
lautet: :

Jedes Potential ist durch die Werte seiner normalen Ableitungen am der
Begrenzung des Regularitiitsyebietes bis auf eine additive Komstante emndentig
bestimmd. ;

Es ist bereits in der Aussage dieses Satzes die Forderung enthalten,
daB es sich um Regularititsgebiete mit eindeutig definierten Normalen handelt.
Den Beweis fitlhrt man in der Regel, indem man von der Formel Gebrauch

macht
o0

die fiir alle nicht konstanten Potentiale gilt. Aus dem Umstande, daB
die Differenz zweier Potentiale mit denselben normalen Ableitungen ein

Potential U mit verschwindenden normalen Ableitungen g-g gibt, schlieBt man

dann, daB U nur konstant sein kann. Hine allen Anforderungen der Strenge
entsprechende Beweisfiihrung #hnlicher Allgemeinheit, wie es der obige auf
K. Neumann rurfickgehende Unitéitsheweis fiir die erste Randwertaufgabe ist,
fehlt noch. Fiir Gebiete mit stetiger Normale und endlicher Kriimmung ist

die Anwendbarkeit der Formel — f Ug—U ds >0 sichergestellt, sobald die

W
Stetigkeit der Randwerte 7 und g—g vorausgesetzt wird. Unter dieser An-

nehme ist also der Satz sicher richtig. Die Voraussetzungen jedoch, die hier
gemacht worden sind, sind aber gar nicht zu vergleicher mit den geringen
Voraussetzungen des K. Neumannschen Unitéitsbeweises. Hatten wir doch oben
tiber dic Ableitungen am Rande tiberhaupt keine Annahme nitig! Hier
wurde aber bei gegebenen stetigen normalen Ableitungen die Endlichkeit,
Bestimmtheit, ja sogar Stetigkeit der Randwerte selbst angenommen. Auch
die Voraussetzungen tiber die Form der Begrenzung sind recht unangenehme.
Kann nicht etwa das Vorhandensein von Normalen oder wenigstens die
Eindeutigkeit in einzelnen Punkten tiberflissig sein? Es ist tatsichlich
auch hier jede Annahme tiber die Randwerte tiberfliissig. Ich habe bereits
einige Griinde dafir hervorgehoben, daB schon die Fragestellung der zweiten
Randwertaufgabe eine nicht genug allgemeine und nicht zweckmiBige ist.
Die Fragestellung muB man so formulieren, daB das Wesen der Aufgabe
exhalten bleibt, der Begriff der normalen Ableitungen aber vermieden wird.
Der folgende physikalische Vorgang illustriert die Verhiltnisse: Im Inneren
einer reguliren Flissigkeitsstromung mit Geschwindigkeitspotential denken
wir uns eine geschlossene Fliche, bei der der Normalenbegriff fehlt. Ist
doch die Strémung im Inneren der Fliche genau bestimmt, wenn man die
durch jedes Oberflichenelement hindurchgehende Fliissigkeit (pro Zeiteinheit)
als gegeben betrachtet. Man sieht sofort, daB die Frage einer Verall-
gemeinérung bediirftig ist, wobei dann statt der normalen Ableitungen der
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oben erdrterte Begriff des ,Stromes” einzutreten hat. Bei dieser Formulierung
des Problemes wird aber eine Annahme tiber das Bestimmtsein der Rand-
werte nicht nur iberfliissig, sondern unbrauchbar. Ks zeigt sich nimlich,
daB es Potentiale mit ganz stetiger , Stromung® aber ohne bestimmte Werte
am Rande gibt, shnlich, wie es am Rande stetige Potentiale gibt, ohne
bestimmte normale Ableitungen. Bei unserer weiteren Betrachtung spielen
diese Fragen keine Rolle, weshalb sie nicht weiter ‘erdrtert werden sollen.

Die Lisung der Randwertaufgahen,

Die Betrachtung der vorigen Paragraphen hat gezeigt, daB bei vorge-
gebenen Randwerten nur ein einziges tiberall zwischen endlichen Grenzen
bleibendes Potential existieren kann, welches sich diesen Randwerten aus
dem Regularititsgebiet heraus stetig anschlieBt. Hine ihnliche Behauptung
konnten wir aussprechen, wenn die Strémung am Rande des Regularitits-
gebietes bekannt ist. Uber die wirkliche Existenz solcher Potentiale ist
aber durch unsere Uberlegungen nichts ausgesagt; tatsfichlich verursachte
der Existenzbeweis lange Zeit auBerordentliche Schwierigkeiten. Der erste
strenge Beweis wurde von H. A. Schwars und K. Neumann gegeben. Fiir
uns ist inshesondere die Reihenentwicklung von K. Neumann*) interessant,
denn sie gibt uns einen Rechensusdruck fir die Losung, wihrend andere
Methoden kaum mehr als die Existenz lieforten. Die moderne Entwicklung
der Potentialtheorie hat gezeigt, daB die Reihenentwicklung K. Neumanns
kein erzwungenes Resultat ist, daB sie sich vielmehr auf geradem Wege
mit Notwendigkeit einstellen muf und unter Verhiltnissen giiltig bleibt, die
weit {iber jene hinausgehen, unter denen sie urspriinglich hergeleitet wurde.
Das Neumannsche Resultat wurde von . Poincard™) verallgemeinert einer-
seits durch Einfithrung eines Parameters 4, fir dessen Spezialwerte + 1 das
urspriingliche Problem resultiert, anderseits dadurch, daf der Umfang der
Giltigkeit auf weit allgemeinere Bereiche ausgedehnt wurde. Von vielen
einschrinkenden Voraussetzungen wurden die Ergebnisse Poincarés von
8. Zaremba***) befreit.

In der jingsten Zeit wurde von I. Fredholm+t) der Analysis ein neues
Hilfsmittel von auBerordentlicher Stirke und Tragweite geliefert, die Theorie
der linearen Integralgleichung. Wie die Theorie der linearen Integral-
gleichung in vielen Teilen der Analysis revolutionierend gewirkt hat, so war
sie ganz besonders fiir die moderne Richtung der Potentialtheorie ausschlag-
gebend. Die naturgem#fe Verwendung dieses Instrumentes in der Potential-
theorie folgt daraus, daB es gerade die erste Randwertaufgabe war, die

¥) Bex. Stichs. Ges. Wiss., 1870; Unters. .. Log. w. Newton. Potential, Leipzig 1877,
Ber. Sichs. Ges. Wiss. 1887. i
*¥) Rend. d. Circ. mat. di Palermo 1894; Acta Mathem. 1896.
**) Bullet. internat. de I'Ac. de Cracovie 1901, 24. Juni; Journ. d. Math. 1902, 1904.
1) Oefvers. af kongl. vet. ak. Férh. Stockholm 1900, Acta math, 1908,
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zur Aufdeckung der Integralgleichungen gefiihrt hat.*) Man kann die
Theorie der Fredholmschen Integralgleichung in der Analysis heuntzutage
ebensowenig vermissen, wie die Determinantenlehre in der Algebra, um
deren Girenzfille es sich gerade handelt. Wenn Poincaré vorher die Tatsache
bewiesen hat, daB die Losung der verallgemeinerten ersten Randwertaufgabe
ein Quotient zweier ganzer Funktionen von 4 ist, so gebiirt Fredholm das
Verdienst, diese beiden Funktionen in expliziter Form angegeben zu haben.

§ 21.
Das Neumann-Poincarésche Problem.

Voraussetzungen iber die Form der Begrensung des Regularititsgebietes.
Bevor wir an die Formulierung der Randwertaufgaben herantreten, haben
wir die Voraussetzungen anzugeben, die wir dber die Form der Berandung
des Regularititsgebietes unseren Untersuchungen zugrundelegen. Man konnte
gich zwar in mancher Hinsicht von diesen Hinschrinkungen befreien, was
ich aber unterlassen will, da das Hauptziel dieser Arbeit nicht so sehr darin
besteht, den Umfang von Sitzen in quantitativer als in qualitativer Richtung
zu ermitteln. Es soll also in der Folge an der Annahme festgehalten werden,
daB die Randkurve des Regularititsgebietes sich nicht ins Unendliche erstreckt,
iiberall eine hestimmte, sich stetig #ndernde Normale besitzt und daB der
Winkel zwischen den Normalen in zweli benachbarten Punkten den Klein-
heitsgrad der Distanz dieser Punkte hat, so daB der Krimmungskreis iiberall
existiert und tber einer endlichen GroBe liegt. Beriithrungen von Kurven-
elementen schlieBen wir aus.

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die Anwendbarkeit der
Gireenschen Wormeln sichergestellt fiir alle Potentiale, die stetige Randwerte
haben und stetige normale Ableitungen. Hs ist aber nicht das Vorhanden-
sein der Anwendbarkeit der Greenschen Formeln der Grund, daf wir die
obige Annahme machen, dieser liegt vielmehr im folgenden Umstand. Unter
unseren Voraussefzungen ist die Funktion

Ya—Ys

14
h(e,s) = _ - arctg ey

3

- endlich, wo auch die beiden Randpunkte 6, s liegen, also selbst bei unbe-

grenzter Anniherung gegeneinander. Unter ds kann man dabei das Bogen-
element im Randpunkte ¢ verstehen, wenn aber eine andere stetige Funktion
zweckmiBig ist, die den Kurvenpunkten eindeutig umkehrbar zugeordnet ist

und nach der die Funktion arctg Z"’_i’f bei jeder Lage der Randpunkte s, 6
s — &g

differentiierbar ist, so kann man diese Funktion statt des Kurvenbogens
nehmen und die Resultate behalten ohne weiteres ihre Griltigkeit.

%) Fredholm, loc. cit. 1900.

Niheres fiber die Verwendnng der Integralgleichung in diesen Teilen der Potential-

theorie siehe z. B. bei J. Plemelj: Monatshefte f. Math. u. Phys., Bd. 15, 1904.
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