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Erstreckt sich das Reguloritdisgebiet iber jede endliche Emifernung hin-
aus, so soll das Potential dann und wur dann im Unendlichen regulir heifien,
wenn U(p) bei unbegrenst wachsender Distane B vom Ursprung des Koordi-
natensystems gegen einen bestimmien konstanten Wert ¢ kowvergiert, wdhrend
die Ableitung von U(p) in irgendeiner Richtung x einen solchen Kleinheitsgrad

hat, daf i
lim R %—Z = 0 beim logarithmischen,
R=w
) Bl Sy
lim Rza—x = 0 beim Newtonschen
R=w :

Potential sich ergibt.
Wenn fiir alle hinreichend gropen Distanzen R vom Ursprung ein Poten-
tial V(p) das Verhalten zeigt

' 2 B D 2P a AT AT A o a

\" 3 & Vip) = mlog% + U(p) beim logarithmischen,

J} ' V(p) =m- Ei + U(p) beim Newtonschen
A

. o Potential, worin U(p) eine im Unendlichen reguliire Potentialfunktion bedeutet,

- @ so heifit m die Gesamtmasse von V(p). Fiir im Unendlichen reguliire Poten-
b 1 tiale ist also die Gesamimasse gleich Null.*)
y prasc g Diese Sitze enthalten eine von jeder Art der Darstellung freie und von

TN ~ der Form des Regularititsgebietes unabhingige Definition des Potentials.
) ‘ Ieh muB aber schon deshalb einige Bemerkungen zu dieser Definition machen,
;“ weil sie in gewisser Hinsicht von den herkémmlichen abweicht. Die bis-
,,, herigen Definitionen finden sich beeinflubt durch das Verhalten von log;pi——

‘ q

/! bzw. ;ﬁg— und der sogenannten Potentiale der einfachen und der doppelten
\ Schicht am Raunde und im Unendlichen. Nun kann es aber an der Hand
£ der Unitatssitze von der Existenz durch gewisse Randbedingungen definier-
; ter Potentiale wenig von Belang sein, welche spezielle Darstellungsform dem

Potential gegeben werden kann. Man hat, durch solche Definitionen veran-
laBt, eine von Null verschiedene Konstante iiberhaupt nicht als Potential
eines ins Unendliche sich erstreckenden Gebietes angesehen; aus gleichem

Grunde auch nicht die Funktionen mlog;L -+ const. bzw. ?—_@4 + const. Da-
bg re

durch wird die Losbarkeit gewisser Probleme von vornherein unmoglich ge-
macht und dem unendlich fernen Gebiete, welches fiir regulire Potentiale

*) Unser Standpunkt von der Ausfihrbarkeit der bestimmten Integrale bringt es
mit sich, da hier von einer niheren Betrachtung der Differentialgleichung AT = g, wo
e eine gegebene Ortsfunktion ist, Abstand genommen werden kann. Da niimlich eine
partikulire Losung U, dieser Differentialgleichung in der Form eines tber das Feld er-

streckten Integrales, nimlich T, = — o lo ok -edr bzw. g 2 dv, bekannt
Y 2z grpz 4 Iy 7

ist, so ist das vorliegende Problem reduzierbar auf die Differentialgleichung Aw =0,
wenn man U= U, + u setzt. :
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nach unserer Definition vollkommen die Rolle eines reguliren Punktes ein-
nimmt, eine Ausnahmstellung verschafft. Die obige Definition des Regulir-
seins im Unendlichen weicht fiir den Newtonschen Fall von der iiblichen

auch darin ab, daf wir z. B. das Potential —7;1 nicht als im Unendlichen re-

~ guldir ansehen. Tatsichlich nimmt das Unendlichferne, falls m nicht Null
_ ist, reguliiren Punkten gegeniiber auch im Newtonschen Fall eine Ausnahm-
_ stellung ein; beim logarithmischen Potential ist dies ohnehin augenscheinlich.
* Unsere Definition erzielt eine vollkommene Ubereinstimmung. Wir sehen

also % nicht als ein im Unendlichen regulires Newtonsches Potential an,

wohl miissen wir aber eine Konstante als Potential bezeichnen; dies ist doch
das regulirste Potential. Die UnzweckmiBigkeit, die Konstante auszuschlieBen,

ergibt sich beim logarithmischen Potential auch schon forméﬂ, da in m log%

sofort eine additive Ionstante hinzutritt, wenn die Einheit der Distanz-
messung gedndert wird.

Auch physikalisch gibt es fiir eine Annahme, das Newtonsche Potential
miisse im Unendlichen verschwinden, keinen hinreichenden Grund. Das Po-
tential ist in der Physik tberhaupt nur bis auf irgendeine additive Kon-
stante festgelegt, sei es, wie z. B. in der Mechanik, wo die Krifte, das
Primire, als Ableitungen des Potentials sich ergeben, sei es, wie in der
Wirmelehre, daB die Wahl des Nullpunktes einer Ubereinkunft entspricht.
In diesem Falle kann man, nachdem der Nullpunkt festgesetzt ist, tiber den
Wert im Unendlichen keine Annahme von vornherein machen. Dieser Wert
muB sich von selbst ergeben aus dem Umstande, ob das Unendliche eine
Quelle oder Senkstelle fiir die Kraft ist.

Das irregulire Verhalten, welches im Unendlichen durch mlog% baw.

?17 sich ausdriickt, ist natiirlich nieht das einzig mdgliche, das ein iber jede

Entfernung hinaus regulires Potential aufweisen kann. KEs sind z. B. =z,
2® — 4, 2® — 3zy® usw. ebenfalls Potentiale, welche wir nicht als im Un-
endlichen regulir auffassen. Wenn auch solche Fille bei den Problemen
der Potentialtheorie (z. B. in der Funktionentheorie) vorkommen, ist es doch
nicht nétig, sie gesondert zu betrachten, da in jedem Falle die Aufgabe zu-
erst zuriickgefiihrt wird auf die Bestimmung eines Potentials mit regulirem

Verhalten im Unendlichen.

§ 3.
Die Greenschen Formeln.

Grundlegend fir die ganze Potentialtheorie ist die folgende Formel,
durch die ein Integral vom bestimmten Bau, das iiber ein Feld zu erstrecken
ist, in ein solches verwandelt wird, welches nur auf die Berandung des Ge-
bietes sich ausdehnt. Die vollige Analogie rdumlicher und ebener Felder
gestattet es, sich anf die Ebene zu beschrinken.

SR
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Es selen U und ¥V zwei von der Lage des Punktes p mit den Ko-
3 ordinaten (# y) abhingende Funktionen, welche in einem ganz im Endlichen
’ gelegenem Flichenstiicke mitsamt ihren ersten Ableitungen als endlich und
5 stetig vorausgesetzt werden und iiberdies auch zweite Ableitungen besitzen.
/ Die Berandung des Flichenstiickes soll iiberall eine einzige Normale haben,
4 der Rand selbst braucht aber nicht aus einem einzigen Kurvenzug zu bestehen,
’ vielmehr kann das Flichenstiick einen mehrfachen Zusammenhang aufweisen.
4 Das Integral, um das es sich handelt, ist das folgende: Das Integral

/ U oV , 00 a7 Y ptp

A JEE 5 o)ty + (5 + ) vaaay

4

Q erstreckt diber eine Fliche, lipt sich duwrch das Kurvewintegral

ev
_IUZ‘?IJS’

welches nur diber die Berandung der Fliche sich ousdelnt, ersefzen. Da-

P R 2B

2 bei wird in leicht verstindlicher Weise mit i-:f die Ableitung der Funk-
Y tion ¥ in der normalen Richtung gegen das Randelement ds bezeichnet.
Soll ein MiBverstindnis ausgeschlossen werden, so wird man die normale
@ Ableitung genauer mit g—: (s) oder %E bezeichnen, um anzudeuten, daB die
0 Ableitung im Randpunkte s gemeint ist. Es sel noch bemerkt, daB in der
3 obigen Formel als positive Richtung der Normale Jene gemeint ist, die in
i { das Innere des Flichenstiickes gerichtet ist, und daB ds den absoluten Wert
eines Bogenelementes im Randpunkte s bedeutet. Fs soll hier, wie in der
4 Folge, der Punkt, der im Kurvenelement ds liegt, stets mit s bezeichnet werden,
N Dies ist ein Vorgang, der sich als sehr libersichtlich erweist und zu MiB-
y verstiindnissen keine Veranlassung geben kann. Auch moge gleich hier betont
by werden, dafy in der ganzen Betrachtung stets fiir Punkte der Berandung eines
der Zeichen s, o, T, 0, gewdihlt werden soll, wdhrend fiir Punkte, die nicht in
\ der Berandung liegen, nur die Buchstaben. p wnd q sur Verwendung kommen
A : werden. _
A : Die angefiihrte Formel haben wir nur auf solche Funktionen anzu-

wenden, die der Laplaceschen Differentialgleichung AV = ( geniigen. Wir

gewinnen sofort folgende drei sehr wichtigen Gleichungen. Nimmt man fiir
V eine Konstante, etwa ¥ — 1, so folgt:

Fiir jede Potentialfunktion U (p) gilt fiir das Integral die Gleichung

U
6) 20 (s)ds =0

bei der Erstreckung iiber die ganze Berandung des Regularititsgebietes.,

Sind weiter U und ¥ zwei Potentialfunktionen, so folgt aus der Sym-
metrie im obigen Fléchenintegral die Gleichheit f U %—: ds = / V %}—T ds
oder der Satz: aa :

n
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Sind U und V zwei in einem Gebiete requliire Potentiale, so ist bei der
Erstreckung vber die Berandung des Gebietes

® J(reZ— v as~o.

Bine weitere &uBerst wichtige Gleichung bekommt man, wenn man im

 Flichenintegral die beiden Potentialfunktionen U und V gleichsetzt. Es folgt

f[ dd———-——fU

Daraus bekommt man den folgenden Satz:

(8) Das Integral — f Uaa—f ds erstreckt iiber die Berandung des Re-
gularitiitsgebictes ist fiir jede nicht konstante Potentialfumktion positiv.

Man kann nunmehr leicht die Modifikationen untersuchen, die in den
drei angefiihrten Sitzen etwa eintreten, wenn man sie auf unendliche Felder
und auf Potentiale anwendet, welche wir im Unendlichen regulir nennen.
Ein unendliches Feld kann man zunfichst dadurch zu einem endlichen machen,
daf man um den Ursprung des Koordinatensystems einen sehr groBen Kreis
vom Radius R schligt und nur jenen Teil des Regularititsgebietes ins Auge
faBt, welcher innerhalb dieses Kreises liegt. Dieser Kreis ist mindestens
so groB zu wahlen, daB er keine Begrenzungslinie des Regularititsgebietes
trifft, kann aber im dbrigen ganz beliebig groB sein. Fiir solche Gebiete
gelten die angefiihrten Sitze unzweifelhaft, man hat aber natiirlich darauf
zu achten, daff nunmehr auch die Peripherie des groBen Kreises zur Begrenzung
zéhlt. An der Hand der Eigenschaften, welche unserer Definition gemiB jedes
im Unendlichen regulire Potential auszeichnen, folgt aber ohne Schwierigkeit,
daB in den oblcren Formeln jemer Teil des Integrals Null ist, welcher aus
der Erstreckung iber den groBen Kreis hervorgeht, falls der Radius unbe-
grenzt vergroBert wird. Wir konnen also noch den Satz aussprechen:

(9) Die Sitze (6), (1) und (8) gelten von Potentialen, welche wir im

Unendlichen reguldir namnten, auch bei unendlich ausgedehnten Feldern.
Dabei wird die Normale, wie friiher, in das Regularitiitsgebiet positiv
gesdhlt.

Wollte man die positive Richtung der Normale umkehren, so hiitte man
natdrlich in den Formeln nur das Zeichen der normalen Ableitung zu indern.
Von Wichtigkeit ist auch noch eine Gleichung, die sich ergibt, wenn

f{Uan V?;;}ds=0

fiir V(p) die Funktion log%ﬁ- annimmt. Nimmt man dabei fiir ¢ einen festen

man in

Pankt, der im Regularititsgebiet des Potentials U(p) liegt, so muB man g

zundchst durch eine Kurve, etwa einen kleinen Kreis, ausschalten, da o
»g
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nicht reguliir bleibt, wenn p in den Punkt g riickt. Die Integration ist

" freilich auch iiber die Peripherie dieses kleinen Kreises zu erstrecken. Da

auf dem Kreise mit dem Mittelpunkte g und dem Radius » die Funktion
log = konstant ist, f o (6) Null ist, so verschwindet
Tpp on

f U %;: ds bei der Erstreckung iiber den Kreis. Da fermer die positive

Normalenrichtung auf den Kreis mit dem waehsenden Radius tibereinstimmt,
it 27 2log X = — L. Das Tntegral — f 72845 it also gleich 2 f Uds,

r

wo die Integration wieder tiber den Kleinen Kreis mit dem Radius # sich
ausdehnt. Aus der Stetigkeit von I/ ergibt sich dieses Integral durch Grenz-
iibergang lim#» — 0 gleich 2z U(g). Man bekommt so die Formel

1
¢log —

s 1 1 U
1) U@ =5 [ 06— a5~ 5./ log = 22 s,
! s sq

worin das (ebiet noch als endlich gedacht ist. Wenn mun aber, wie im
vorangehenden, die Gleichung auf unendliche Regularititsgebiete ausdehnen
will, so wird man den Integralwert iiber einen sehr groBen Kreis zu be-
stimmen haben. Es ist dabei gar nicht nétig, das Potential U7 im Unend-
lichen als reguliir anzunehmen, vielmehr kann man voraussetzen, daB U(p)
bei groBen Distanzen R die Form

m log 1% + u(p)

hat, wo % (p) im Unendlichen regulir ist und dort den konstanten Wert O
annimmt. Eg hat keine Schwierigkeit einzusehen, daf das Integral iiber
den groBen Kreis im Grenzfalle den Wert ¢ hat und unabhiingig ist von
der Gesamtmasse m. Man erkennt 50, daf3 bei unendlich grofen Feldern in der
Formel (10) nur eine Konstante additiv hinzukommt, diese Konstante ist der

Wert von U — mlog%- im Unendlichen, wenn mit m die Gesamtmasse des

-Potentials U bezeichnet wird.

- Die letste Formel gilt also nach Addition von € auch bei nicht regu-
liren Potentialen, welche im Unendlichen die Form m logR—} + € + (0) haben,

wo (0) ein im Unendlichen verschwindendes und regulires Potential bedeutet.
Untersucht man jedoch die ibrigen Sitze fir nicht reguliire Potentiale, so
erweisen sie sich im allgemeinen nicht mehr als richtig. Aus diesem Grunde
hat man bei unserer Untersuchung sehr vorsichtig darauf zu achten, ob bei
Anwendung auf unendliche Felder die betrachteten Potentiale als unserer
Definition gem38 regulir im Unendlichen zu bezeiehnen sind. Erst, wenn
die Regularitit, d. b. das Verschwinden der Masse feststeht, ist die Anwend-
barkeit gesichert. ‘
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§ 4.

Uber eine Erweiterung der Giiltigkeit der Greemschen Sitze.

Die im vorigen Abschnitte angefithrten Sitze sind an einige einschrinkende
Voraussetzungen gebunden, die bei mancher Untersuchung sich als sehr
stbrend erweisen. Es war zuniichst die Voraussetzung der Stetigkeit und

eindeutigen Bestimmtheit der Normalenrichtung, wodurch erst % eine klare

Bedeutqng gewinnt. Der Herleitung liegt die Annahme zugrunde, daj das
Potential mit seinen ersten Ableitungen endlich und stetig ist bis zum Rande,
wo e stetiger AnschluB am stetige Werte am Rande vorhanden ist. Nun
zeigh aber eine genauere, im iibrigen ganz einfache Uberlegung bei der Her-
leitung der Greenschen Formeln, daB sie ungestért auch dann noch weiter be-
stehen, wenn die Normale in einzelnen Punkten einen Sprung ihrer Richtung
erleidet, wofern es nur sicher ist, daB die ersten Ableitungen der Potentiale
in der Umgebung solcher Punkte nirgends tiber endliche Werte hinausgehen.
In den Formeln kommt aber von den ersten Ableitungen nur jene vor,
die der normalen Richtung am Rande entspricht. Es liegt nun nahe, zu
vermuten, daf die Existenz und Stetigkeit dieser einzigen Ableitung nebst
der Stetigheit des Potentials selbst am Rande zur Giiltigkeit der Greenschen
Formeln ausreicht. In der Tat I8t sich die Giiltigkeit derselben leicht ein-
sehen, wenn man iiber die Form der Berandung die sehr einschrinkende
Annahme macht, daB nebst der durchgaingigen Stetigkeit der Normale, auch
iiberall ein Kriimmungskreis vorhanden ist, der zwar nicht an die Voraus-
setzung der Stetigkeit gebunden ist, doch aber iiberall der Kriimmungsradius
tber einer endlichen von Null verschiedenen GriBe a liegt. Da zwei Nach-
barnormalen sich erst im Kriimmungsmittelpunkte treffen, so wird die Ge-
sambheit der Punkte, deren Distanz vom Rande (in der Normale) iiberall
dieselbe GroBe 2 < a ist, eine Parallelkurve ergeben, die sich nirgends durch-
setzt, und deren Punkte den Punkten der gegebenen Randkurve eindeutig
zugeordnet sind so, daB entsprechende Punkte eine gemeinsame Normale be-
sitzen. Wenn man nun die Greenschen Formeln auf das von der Parallel-
kurve begrenzte Gebict anwendet, so steht die Anwendbarkeit fest, da die
Parallelkurve ganz im Regularititsgebiete liegt. Wenn man aber die Distanz
A der Parallelkurve gegen Null streben 1iBt, so konvergieren in den For-
meln die Integrale gegen die Werte am Rande, da die Potentiale und die
normalen Ableitungen als am Rande iberall stetig und mit stetigem An-
schluB¥) vorausgesetzt wurden. Hier ist es also leicht die Giiltigkeit
der Formeln (6) bis (10) auch fiir den Fall nachzuweisen, wenn iiber die

Ableitungen %g, ?;, %1—7 am Rande selbst nichts feststeht. Das hier mit-

geteilte Verfahren wurde zuerst von Liapounoff angegeben (Journal de Mathé-
matiques S° V, 1898). Ich werde aus spiter anzugebenden Griinden die
hier vorausgesetzte vereinfachende Annahme der Untersuchung zugrunde

¥) Dieser Anschlu8 erfolgt dann von selbst auf der ganzen Berandung gleichmifig

E#:?

+
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legen, so daB in dieser Hinsicht die Anwendbarkeit der bisherigen Sitze
keine EinbuBe erleiden wird. Die Giiltigkeit der Greemschen Sitze ist jedoch
an solche beschrinkende Voraussetzungen tiber die Form der Berandung
nicht gebunden, wenn auch ein so einfaches Verfahren, wie das hier mitge-
teilte fir den allgemeinen Fall nicht bekannt ist. Ja, man kann sogar
behoupten, daf8 die Giltigheit der bisherigen Sétee micht einmal die Eristens
bestimmier Grenswerte fiir die Ableitungen in der normalen Richtung am Rande
sur notwendigen Voraussetzung hat. Natiirlich hat man aber den Formeln eine
geeignele Deutung zu geben und diese gelingt tatsichlich durch Einfithrung

o T

\.

A AP L

Y eines meuen Begriffes, der mir manches zu versprechen scheint, eines Be-
5 \ griffes — ich habe dafiir hier den Namen Stromung oder Strom gebraucht
d — welcher die sehr unhandlichen normalen Ableitungen zu ersetzen hat.
: Die Problemstellungen der mathematischen Physik verlangen geradezu einen
! solchen Ersatz; man denke sich nur z.B. in einem Felde, wo das Potential durch-
", aus regulir ist, eine Kurve, die vollkommen stetig verliuft aber ohne bestimmte
y - Tangenten ist. Was soll da die normalen Ableitungen vertreten, die keinen Sinn
. 3 haben? Offenbar handelt es sich hier um die Auslegung von ?3?? ds. BEs
“ Liegt micht jm Plane diéser Abhandlung die bisher angefiihrten Sitze durch
> den neuen Begriff zu erweitern, da ich, wie bereits gesagt, an der obigen
e Voraussetzung aus anderen Griinden festhalten werde, es wird sich aber Ge-
b, legenheit genug bieten, die Tragweite des neuen Prinzips zu erkennen.
~
§ 5.
{ Der Begriff der Masse und der Strémung.
&
. Nach Gleichung (6) ergibt sich f g—g ds =0 bei der Erstreckung des
P, Integrales iber die Berandung eines geschlossenen Feldes, in dessen Innern
A und auf dem Rande das Potential U stetig ist, und auch die normalen
N |
Ableitungen %g einen stetigen Verlauf haben. Versucht man aber die Glei-
: chung (6) auf unendliche Felder und auf solche Funktionen auszudehnen,
¢ - die bei hinreichend groBer Entfernung R eine Gestalt
“ 1
U=mlog 4
Al ; mit im Unendlichen regulirem # haben, so ergibt sich das Integral
: f g—g ds, nur tiber den im Endlichen liegenden Rand genommen, nicht mehr
'>, Null. Man kann nun, wie oben, nur Jenen Teil des Regularititsgebietes
L4

betrachten, der innerhalb eines sehr groBen Kreises vom Radius R liegt und

hat dann den Beitrag zum Integral f —gg ds zu untersuchen, der aus der

Integration tiber den groBen Kreis sich ergibt. Im Grenzfall lim R — oo
bekommt man aber dafiir 27xm.*) Man hat also fir unendlich grofe Felder

*) Beim Newtonschen Potential wiirde 4z statt 2 stehen.
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wo jetzt die Integration nur iiber die im Endlichen liegende Berandung zu
erstrecken ist.

Besteht die Berandung aus mehwreren getrennten Kurvensiigen, so wird man
zweckméfig jenen Teil des Integrales (11), der einem fiir sich geschlossenem
Stiick der Berandung entspricht, als die Masse auf diesem Kurvenzuge bezeichnen.
So ergibt sich die Gesamtmasse m als Summe der Massen auf den einzelnen
geschlossenen Kurvenziigen. Bei einem im Unendlichen reguliren Potential
ist die Summe der Massen gleich Null, sie brauchen aber einzeln nicht zu
verschwinden. Das Verschwinden der Masse auf jedem einzelnen geschlossenen
Kurvenzuge ist eine sehr ausgezeichnete Eigenschaft, weshalb solche Poten-
tiale in der Potentialtheorie eine hervorragende Rolle einnehmen.

Vom Integral f == ds auf einer nichtgeschlossenerr Kurve ergibt sich

aus der Gleichung (6) eine Eigenschaft von groﬁe1 Wichtigkeit. Das Integral
hingt niimlich nur von den Endpunkten ab und nicht von der niheren Form
der sie verbindenden Integrationskurve in der Weise, daB die Integrale alle
einander gleich sind, welche Integrationswegen entsprechen, die durch stetige
Deformation im Regularitatsgebiete auseinander hervorgehen. Sind also p
und g zwei Punkte im Regularititsgebiete und verbindet man sie durch

irgend eine Kurve (die Tangenten hat), so ist f “— ds wohl definiert und

hat einen von der niheren Form der Kurve nwht abhingigen Wert. Dies
erkennt man, wenn man durch p und g eine geschlossene Kurve legt und
auf diese die Gleichung (6) anwendet.*)

Das Integral zwischen den Punkten p und ¢

g
2 ovu
Ulg)=— [ 5, ds
p
ist, weil von der Kurve unabhiingig, eine wohldefinierte Funktion der Grenzen
P und. g und soll in seiner Abhang1gke1t von ¢ mit U (q) bezeichnet werden.
Diese Funktion ist stetig bei einer stetigen Anderung der oberen Grenze g.
LaBt man nun den Punkt ¢ aus dem Innern des Regularititsgebietes gegen
einen Randpunkti 6 ricken, so wird sich der Integralwert stefig .indern.
Nun kann es vorkommen, daB trofe der Nichiexistenz eines bestimmten Wertes

7
fiir die Ableitungen von U doch das Integral f %—g ds gegen einen ganz
b4

#) Beim Newtonschen Potential ist volle Analogie vorhanden. Die Gleichung (6) zeigt,

daB das Integral f %Er ds erstreckt tiber eine nicht geschlossene Fliche im Regularitits-
7

gebiet (mit dem Flichenelemente ds im Punkte s) nur abhingt von der Randkurve, hin-
gegen unabhingig ist von der Gestalt der umspannten Fliche.
I




