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das Wesentliche. In diesem Falle ist aber die Konstante als AuBenpotential
puzulassen und es ergeben sich keine singuliren Fille.

Wir beherrschen nunmehr die Randwertaufgabe vollstindig. Die Losung
gestaltet sich etwa folgendermaflen.

Im Innnengebiete kann die Randwertaufgabe direkt durch die K. Neu-
mannsche Reihe gelost werden.

Im AuBengebiete 1ost die Neumannsche Reihe in der Form eines Poten-
tials der Doppelschicht, welches also, falls es mehrere Randkurven gibt, auf
jeder einzeln die Masse Null hat, das Problem nur bis auf je einen kon-
stanten Unterschied auf jeder einzelnen Kurve. Wenn dann die Aufgabe vor-
liegt, die Randwerte durch ein Potential genau darzustellen, so ist noch ein
Potential mit gegebenen konstanten Randwerten auf den einzelnen Kurven
su suchen. In diesem Falle hat man die Glesamtmasse vorzuschreiben und
es gibt dann ein und nur ein solches Leiterpotential mit diesen konstanten
Randwerten und der gegebenen Masse. Man hat aber dabei auch die Kon-
stante als ein AuBenpotential anzusehen.

Man sieht also, daf die Randwertaufgabe stets losbar ist und dies nur
in einer Weise.

§ 29.
Bemerkungen iiber die Giiltigkeit bisheriger Entwicklung beim Newtonschen
' Potential.

Um den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, wurde bei der
Losung der Randwertaufgabe durchwegs das Logarithmische Potential zu-
grunde legt. Die bisher abgeleiteten Sitze sind aber ausnahmslos beim
Newtonschen Potentiale ebenfalls richtig. Die Formulierung der Randwert-
aufgabe und die Reduktion auf die Integralgleichung Fredholms zeigt keinen
wesentlichen Unterschied und ist in selbst sich darbietender Analogie durch-
zufiihren. Bine Schwierigkeit scheint sich aber einzustellen, sobald die
Reduktion suf die Integralgleichung z. B.

v(s) + A[v(6)h(es)ds = f(s)
oder
H(as) + 2 fh(as)ﬂ(es)da = h(6s)
vollzogen ist. Hier hat n#imlich die Funktion h(ss) den Wert
ey -t (1 o S8 Tsg)

2@ BT’:‘,; E- T Syl !
worin (m,, r,,) den Winkel zwischen der Normalenrichtung in ¢ und der
Verbindungslinie 7,, bedeutet. Der Quotient ,, : cos (15, r,,) konvergiert fitr
lim s = 6 gegen den Kriimmungsdurchmesser des Kurvenbogens 5¢ in einer
Normalebene durch s und o, sobald die Existenz derselben angenommen

wird. Man sieht also, da A(es) noch in der GriBenordnung von ;:L wichst,
40

wenn s gegen ¢ konvergiert, so daB die Fredholmsche Theorie nicht direkt
anwendbar ist. Man kann sich aber durch folgendes Verfahren helfen.
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Untersucht man die durch die Neumannsche Operation aus A(gs) hervor-
gehenden Randfunktionen

hy(65) = fh(a@)h(es)de, hy(65) = fhl(aﬂ)h(ﬂs)dﬂ
so stellt sich leicht heraus, daB A, (s) nur mehr in der GroBenordnung des

log ;1- beim Zusammenriicken der Punkte s und ¢ wichst, daB aber die
sq

Funktion hy(es) schon fiberall stetig bleibt. Man hat aber auch hierbei die

Annahme gemacht, daf die Normale eindeutig ist und die Krimmung nicht
beliebig groB wird.*)
Jetzt ist die Giltigkeit der bisherigen Entwicklung leicht zu erkennen.
Betrachten wir die Integralgleichung fir die Funktion H(es). Diese
Funktion H(es) hingt vom Parameter 1 ab. Ersetzen wir in H(ss) den
Parameter A durch Af und Ag% wobei [ die dritte Binheitswurzel -_-———%K_—s

ist und untersuchen gleichzeitig die so erhaltenen Funktionen H(es), H,(6s),
H,(¢s). Diese Funktionen gentigen den Integralgleichungen

H(os) + 1) W(60) H(05)d0 = h(65),
@  H(os) + AL [ W(60)H(85)d6 = h(ss),
H,(65) + 18 h(s0) Fy(05)d0 = h(ss), wo £ +5+1=0.

Setzt man nun
H(os) + H,(s)+ Hy(os)=3K (65)
® H(os) + £H,(95) + & Hy(09) = 3K;(09)
H(os) + ¢ H,(o5) + £y (05) = 3Ky(69)
50 bekommt man aus (a) durch Addition nach entsprechender Multiplikation,
wegen der Gleichung ¢+ £+ 1 =0, die Integralgleichungen:

K, (65) + f h(e0)K (65)d8 =0
(©) K, (65) + 4f (o) E,(6)d0 = 0

K (05) + 1 h(c6) K;(05)d0 = h(o5).

Diese Gleichungen gestatten K, durch K, K, aber wieder durch K auszu-
driicken. Unter Beriicksichtigung dieses Umstandes ergibt sich nach Ein-
fihrung der oben definierten Funktion hy(os) fir K(es) die Integral-
gleichung

(@ K(os) + 22 hy(66) K(05)d0 = h(as).

Auf diese Integralgleichung 1iBt sich aber die Fredholmsche Methode ohne
weiteres anwenden, da ja die Funktion %y(cf), wie erwdhnt, allenthalben

* Niheres dariiber: J. Plemelj, Randwertaufgaben der Potentialtheorie I. Monats-
hefte f. Math. u. Phys. 15, 1904, 3. 364, 365,

=
A




%
i
aate = e S

ot e w7 3.2

A ———————— R —

g T

R

68 IIL. ABSCHNITT.

~endlich ist. Man bekommt also zunichst K(os), daraus K, (gs) und Ky(os)

und durch Addition der Gleichungen (b)

© H(os) = K(65) + Ky(05) + Ks(69)

oder anders geschrieben

@  H(os) = K(os) — &f h(e6)E(65)a0 + 2*f hy(66) K(85)d0.

Da sich nun fiir K(6s) ein Quotient zweier ganzer Funltionen von 1 ergibt,
so gilt dasselbe auch von H(gs). Nunmehr ist aber auch kein Hindernis
mehr, alle Schliisse wie oben zu ziehen. Es gelingt also auch beim New-
tonschen Potential die Losung durch die Integralgleichung Fredholms.

§ 30.
Beispiele: Kreis und Ellipse.

Die Aufgabe der Bestimmung eines Potential der Doppelschicht
W(p)=2 f‘ v(s) g5 arctg =Y - ds,

welches das Randwertproblem

1+ D W(e¥) — (L — D)W () = 24f()
16st, wollen wir jetzt an zwei Beispielen durchfiihren, fiir den Kreis und fir
die Ellipse. Die Funktion »(s) gentigt der Integralgleichung

v (s) + E:fy(a) h(as) de = f(s),
worin iy
h(ﬁS) - a,rctg H‘
Die Losung gelingt hier auf die einfachste Weise. Wir betonen hier
nochmals, daB es ginzlich unwesentlich ist, ob wir unter ds ein Bogen-
element im Punkte s verstehen oder das Element irgendeiner Randfunksion,

wolche auf dem Rande eindeutig und eindeutig umkehrbar ist. Dies zeigt ja

schon der Anblick vom W (p), worin ds nur in der Verbinduﬁg j—i—) ds

auftritt. Von dieser Tatsache machen wir in den Beispielen Gebrauch.

Die Losung der Randwertaufgabe fiir den Kreis.

Es handelt sich um die Bestimmung von arétg %:-%‘-’;-

8 (]

Unter s wollen wir hier den Zentriwinkel des Peripheriepunktes, den wir
kurz auch mit s bezeichnen, im Kreise, dessen Radius @ sei, verstehen. Der
Anfangspunkt der Zéhlung von s ist beliebig, wir wahlen ihn in der z-Achse.

Jeder Kreispunkt (z,, y,) 1Bt sich in der Form ausdriicken

Z, = 0 - COSS

(@)
daher ist

0LsL 2z,

y,=a-sins

y,—Yy, mns—sing coha—}—s
X, — LG  CO8S — COB G g
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also
(8) ety T ¥e S A8

T,— &g 2

]

972
wobei es iibrigens auf die Konstante % nicht ankommt. Es ist demnach

69 h(65) = 5=

Beim Kreise bekommt man also %(gs) konstant (natiirlich bei dieser Wahl
des s). Die Losung der Integralgleichung

2
d
v() + 1 [v(e) 2 = £(s)
0
findet man unter Beriicksichtigung, daB darin das Integral von s unab-
hingig, d. h. konstant ist. Man integriert die Gleichung nach § zwischen
0 und 2z und bekommt

2n 2
(o z)_of v(6) do =hf 1(s) ds,
daraus das konstante Integral. Somit ist .
@ =@~ [ T@FE
Die Randwertaufgabe ist fir 1 =1 unmit[i]:elba,r l6shar. Es ist

W(s*) = £(s), wenn W(p)= - ﬁ(s) ety L% ds,
sobald

v(s) = £(9) —3 [FlO)Z

0

gesetzt wird. Bezeichnet man die Polarkoordinaten von p mit » und 6,
setzt also
x=1rcosl

y=rsinb,
50 bekommt man W(p), d h

; 1 d Y — 1
W(p)“—‘";; f(S) {a leCtgg—w ‘g: — '2}0;8

durch Substitution der Koordinatenwerte z,y,, zy in der Gestalt

a?— 12

2n
1
(&) Wip) =5 f O r—srmi—izn ¥ "5&
B /

Diese Formel ist unter dem Namen , Poissonsche Formel“ bekannt.
Beim AuBenproblem ist 1 —— 1 zu setzen und »(s) wiirde sich unend-

2n
lich ergeben, falls nich gerade ﬁ(s) ds =0 ist. Erfillt aber die Funktion
0

f(s) nicht diese Bedingung, so wiirde jedenfalls die Vorgabe der Randwerte
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eine der Bedingung entsprechende sein. Dann fillt das unendlich werdende
Glied in v(s) weg und man bekommt fiir »(s)

R A SR S AR S

v = £6) — [ B2

oK

o |

B | iz

B | 1 Das Potential —— f 'u(s)d—aretg L y,, *ds hat jetzt die Randwerte
) | E

ik 0

§ i o do

15 f(s) — f 7(0) 22, folglich ist

E .

| : U(p) =‘/.1”(6)'j—; /w(s)— arctcr Z:ds

ein Potential mit den Randwerten f(s). Da (zy) ein AuBenpunkt ist, so
kommt es hierin bei »(s) auf eine additive Konstante nicht an, so daf also
fir »(s) die Funktion f(s) eingesetzt werden kann. Jetzt hat aber U(p) bis
auf das Vorzeichen dieselbe Form, wie frither W(p). Es ist also

! 2z
REl | 1 e
| (&) U(p) = 2_ff(s) "—Eracos(ﬁa—s)-{-a ds r>a

ein AuBenpotential des Kreises mit den AuBenrandwerten f(s). Diese Formel
konnte man als die Poissonsche Formel im Aufengebiete des Kreises bezeich-
nen. Die eine ist aus der andern leicht durch Inversion am Kreise ab-
i leitbar.

& Die Losung des Problemes kann man leicht auch durch Bestimmung
dor Funktion H(es) ermitteln. Da h(6s) =iﬂ, so ish

s S—

H(es) +. lfﬂ'(ts) e L

Das Integral ist von ¢ unabhingig. Integriert man nach ¢ zwischen O und
| 2w, so bekommt man

) 2n
1 (14 4) [Hs)dr=1,
0
folglich L
1
| H(GS) e = t_______.....
n d h |
' 1

g ©® H(gs) = Y

TR
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Damit ist gezeigt, daB beim Kreise kein anderer singulirer Parameter-
wert als 4 — — 1 existiert und daB der Fredholmsche Nenner D(4) hier
lautet -

() D) =1 4%

Die Frage, ob es noch andere geschlossene Kurven gibt, bei denen der
Fredholmsche Nenner eine ganze rationale Funktion von 2 ist, hat mancher-
lei Interesse. Es laBt sich da zeigen, daB in einem solchen Falle die Funk-

tion aretg %‘-‘5—_-_—2:3 in eine Produktensumme Zq(s)v(6) von endlicher Glie-
derzahl zerfallen miiBte. Ob es aber solche Kurven noch gibt, ob also nicht
mit AusschluB des Kreises schon immer I)(1) transzendent ist, konnte ich
nicht zeigen. :
Die Randwertaufgabe bei der Ellipse.
Die analytische Funktion von ¢ + ¢6:
% + iy = Ecos(6 — 29)

enthalt die konjugierten Funktionen:

0 e
as=}_f}'-g_}-2e - oS 6
(@) e
el —eg 8 ;
y=Hi— BN G.

“a

Bei konstant gehaltenem ¢ bekommt man also, sobald man 6 zwischen O
und 27 sich stetig bewegen 14Bt, alle Punkte einer Ellipse mit den Halb-
achsen

e e ¢ A e —e ¢

2

o= K-

und - der halben FExzentrizitit . Bei Anderung des ¢ bekommt man kon-
fokale Fllipsen. Die vorliegende Ellipse habe die Halbachsen 4, B, denen
der Parameter o, entspricht, also

edo e gd — g~ 0o
(®) BB i B Moy
so daB
4A—B
(%) i = ¥ £
sich ergibt. ;
Behufs Losung der Randwertaufgabe ist arctg%—}%q zu bestimmen. Diese

GroBe ist bis auf den Faktor i der Imagindirteil von log (2, — #,). Man
findet allgemein, wenn man

2 =% + i1y = Ecos(6—ip)
8, = ®,+ iy, = Ecos(s — ig,)

setzt

(4) w—gm—zEﬁnﬁgi_é%;ﬂgﬂctﬁ“i@+g. 
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Wenn die Punkte z, und 2 = 2, beide auf der Ellipse liegen, also ¢ = ¢,
.
ist, so bekommt man wegen ¢ = e?

i s—¢ 9+i("—-—+"+’—’)
E 8, — &, = Esin — e U L[] — g Fe—iEtn)
k|
1 oder
L3+ o4

TR L
5 ie 2 .{1_!13 (+U}}_

Wir benttigen a.rctg y ¢ d. h. den Imagindrteil. Man bekommt

() arctg Y2 —Yo 2 s ‘;+ a5 2%? sin# (s +6),

&y — &g

hingegen wiirde sich als Realteil log »,, ergeben:

{ (ptq) log7,, —1og|(A+B) sin 2 ;—23- cosn (s + 6).
1 n=1

IR Die Differentiation von arctg Ys = Ys yiefert

j' { i ‘ T, — &, :

il (») h(6s) = % 4+ Zg“ cos # (s + o).

1B 1

Aus der Gleichung fiir H(es)
H(es) + 2..]3:1(61) H(zs)dz = h(ss)
o
bekommt man durch Substitution eines Ausdruckes
H(es) =4, +§1A1,cosn6 -+ SBﬁsinnﬁ
1 1

zur Bestimmung von H(os) die Gleichung

1+ 1) 4, -i—Z'Am(l + Lq™) cosne —|—ZB,R (1 —24¢")sinne

N : =%+Z%q"cosn(s—i—o‘).
A Daraus folgt
i i o s A A

| AO = i_r;“(i“—-[—ﬁﬁ’ Ax == mj COs NS, B"_ = —F;'E(l_——-l?(ng SN %S.

1 Man findet also die Randfunktion H(es) in der Form

(=) H(os) = 2“(1+7)—-+ - 2 1—?—1 = COS NS COSNGE — — Z—ﬁﬁﬁmnssmns

Damit ist die Randwertaufgabe bei der Ellipse gelost. Man kann jetzt die
Belegung des Potentials W (p) leicht bestimmen, indem man H{es) in den
Ausdruck fiir »(s) einsetzt, man kann aber auch leicht die zur Poissonschen
Formel analogen Formeln entwickeln. Zu diesem Zwecke hat man H(gs) in

R
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die Ausdriicke (33) S.51 einzutragen und kann dann auch noch arctg %}C—G‘

fiir beliebig gelegene Punkte (zy) aus Gleichung (1) 8. 71 bestimmen und
in (38) S.51 einsetzen. Fir i=1 ergibt sich ungehindert die Ldsung fijx
das Innengebiet, fir 1 =—1 gibt es ein unendlich wachsendes Glied sobald
die Randwerte nicht auf die Neumannsche Konstante Null fihren. Ist diese
Konstante nicht Null, so 138t man das unendlich wachsende Glied weg. Der
endlich bleibende Teil gibt ein Potential, welches die Randwerte bis auf
einen konstanten Unterschied, die Neumannsche Konstante, annimmt. Man
kann in diesem Falle die erhaltenen Reihen noch summieren. Wenn 4 =—1,
d b beim Problem im AuBengebiete der Ellipse, ist die Summation augen-
fallig: fir 4 = 1, d. h. im Innengebiete, gelingt die Summation durch Ver-
wendung elliptischer Z-Funktionen. Diese Summation wurde von K. Neu-
mann (Crelle Journal Bd. 59) durchgefiihrt. :

Es mogen hier noch die Werte der Leiterbelegung m’(¢) und des Leiter-
potentials I'(p) angefithrt werden. Die Funktion m’(¢) ist nach der Defini-
tion § 25, Gl (35) das Residuum von H(es) fix A= — 1. Die Gleichung
() des jetzigen Paragraphen gibt also fiir die Ellipse

3 1
(o) m'(6) =55
Fiir das Leiterpotential I'(p) bekommt man jebzt nach (38) § 25

27
1 1
I'(p) = Z—Q-tflog;;: - ds.
§

Um dieses Integral auszuwerten, hat man log ;L in eine Reihe zu ent-

ns
- wickeln. Diese ergibt sich am einfachsten als Realteil der analytischen Funk-

tion — log (¢ — #,) unter Beriicksichtigung der Gleichung (7). Man bekommt
fiir alle Innenpunkte, wobei o < @,

®_—ng,

i A4+ B € - = = . ;

10gg5=...,10g __‘_EE“_}_ E it ({05 0 "0)cosns cosn e+ (¢°¢ —e¢)sinns sinnal,
1

fiir alle AuBenpunkte, wobei ¢ > ¢,

ps

B ng
e - . -
1Og;_m e 10g.'?"_.2__b+ E’—g;{(e" % ¢~ "%) cosns cosN G (e —e™ "e)sinnssinng].
E

Das Leiterpotential I'(p) hat also den Wert

I()=-— log _4;;}_3 innerhalb der Ellipse,

[

I'(p) = —log ¢+ uBerhalb

2 ” »

Beide Werte stimmen, wie es sein mu8, am Rande miteinander itberein und

geben I'(s) = — log ol

B
-
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Die Neumannsche Konvergenzkonstante N, die einer gegebenen Funktion
f(s) entspricht, ergibt sich nach § 27

2n
1
* N= 2 [10)-as,
0

also als arithmetisches Mittel der Funktionswerte f(g). Man hat aber dabei
zo beachten, daB ¢ genau die durch die Gleichung (&) S. 71 definierte
WinkelgroBe ist.

Der Fredholmsche Nenner ergibt sich aus der Funktion H(os) unschwer.
Soine Faktoren sind 144, 1+ 4¢", 1 —Aq", wobei n=1,2, 3,... 18k
Daraus 138t sich schon eine Produktdarstellung fir D(4) herleiten. DaB
die Fredholmsche Methode genau

D) = (1 +7) (1 — 3¢5 (1 — 2g) (L — 2¢") .

fiir D (1) liefert, ergibt sich sehr einfach aus der auf S. 39 gegebenen Ent-
wicklung fiir log D(4). Darnach ist ja

2 L
Doy i 1% i) [ EN R
T H,[‘H(GG) U8 = gy of 21 , (121'1&“ 1— 7-’1") ?
; .

woraus durch Integration nach i die obige Produktentwicklung folgt.

Bemerkenswert ist der Umstand, daB sich D(1) bis auf den Faktor
1 4 2 als eine gerade Funktion von 2 ergibt. Die spiteren Untersuchungen
werden zeigen, dal dieses Resultat kein zufilliges, nur bei der Ellipse giil-
tiges ist, sondern daf dieselbe Erscheinung eine allgemeine Eigentiimlichkeit
des logarithmischen Potentials ist. Dieses Brgebnis wird sich mit wichtigen
anderen Sitzen verkniipft erweisen. ‘




Vierter Abschnitt. :

Die Zusammenhinge zwischen den Losungen der Randwertauf-
gaben im Innen- und AuBengebiete.

§ 31

Die Losung der Neumann-Poincaréschen Randwertaufgabe fithrt uns bei
beliebigem 1 auf eine Hilfsfunktion I (6s), die von den Randwerten vollig
unabhiingig ist, also nur von der Form des Gebietes und dem. Parameter
1 abhingt. Die Funktion H(¢s) ist eine Randfunktion, da o und s zwei
Punkte der Randkurve sind. Wenn demnach diese Funktion einmal fiir ein
Gebiet bestimmt wurde, dann ist die Losung der Randwertaufgabe, wie die
vorgeschriebenen Randwerte f(s) auch sein mbgen, stets eine direkte. Ks
ergibt sich die Belegung des Potentials W(p)

W(p) = :‘7 f v(6) % arctg g;x—: - de
durch
v(6) = f(6) — 1 [£(6) H(005) 8,
dabei war H(os) aus einer der Gleichungen (30) 8.51
H(ss) + 1 [h(s0) H(85) 40 = h(ss)

Hios) + 1 [ H(s0) 1(85) 40 = h(s)
zu berechnen, worin

1. —
h(ﬁs)—-—-;-a—da.rctgH. 7
Man kann durch Substitution der erlialtenen Funktion »(s) W(p) auch
in der Form (33) S.51 schreiben :

W(p) = ;i;,ff(ﬁ) {—;;arctg%;% - ﬂ,fH'(G‘ 0) ;%arctgi—:%g— -de }dﬁ,
so daB jetzt die GroBe in der Klammer von der gegebenen Funktion. f(s)
nicht abhiingt. So eine Darstellungsform, aus der die gesuchte Funktion
sich durch eine Quadratur fiber ein Produkt der gegebenen Randwerte und
einer davon unabhingigen Randfunktion ergibt, kiunte man efwa als ,»Green-
sche Darstellungsform® bezeichnen. Das Poissonsche Integral fiir die Losung
beim Kreise hat so eine Gestalt. s konzentriert sich nunmehr das ganze
Interesse auf die Bestimmung der Randfunktion H(ss) oder auch des Klammer-
ausdruckes im obigen Potential W(p). Diese KlammerngréBe hingt aber




